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MÉMOIRE 



SUR LE MOUVEMENT 



DES PROJECTILES DANS UAIR, 



£n ayant égard à la rotation de la Terre. 



LU A L'AGADÉMIE DES SCIENCES, LE M NOVEMBRE 1857. 



Dans' ce Mëmorre, le projectile sera considère comme un point 
matériel et isole y o'esl-ji-<iîre comme un corps dont la masse est rënnie 
au centre de gravite j et il s'agira d'apprécier l'influence de la rotation 
de la Terre sur son mouvement. J'en pr^nterai incessamment un 
autre à l'Académie j oh l'on aura, égard à la forme ot aux dimensions 
du mobile y et dont l'objet sera de déterminer y principalement en ce 
qui concerne les projectiles de l'artillerie , l'influence que leur propre 
rotation peut produire sur leur mouvement de translation. 

La théorie de la résistance que les fluides en général y et l'air en 
particulier^ c^po^ent au mouvemei|t des corps qui les traversent, n'est, 
jusqu'à présent, qu'une ébauche très imparfaite. On y assimile cette 
force à une suite continuelle de chocs du mobile contre les particules 



du fluide y qui disparaissent et s anéantissent pour ainsi dire^ à mesure 
qu'elles ont ëte atteintes par ce corps^ et qu'elles lui ont enlevé de 
petites quantités de mouvement , proportionnelles à leurs masses et à 
sa vitesse. Nev^ton, à qui l'on doit cet essai de théorie^ en avait con- 
clu qu'abstraction faite de la rotation du mobile, et pour une sphère^ 
par exemple, la r&istance. de l'air «est égale au poids d'un cylindre de 
ce fluide, ayant pour base et pour hauteur, le grand cercle de la 
sphère et la hauteur due à sa vitesse. Mais les expériences qu'il fit sur 
la chute dfi$ corps dans lair , lui montrèrent bientôt l'inexactitude de 
ce résultat , et Font conduit à réduire de moitié , cette mesure de la 
résistance; on a jugé, depuis, cette réduction trop for le; et Borda a 
conclu de ses propres observations , que la mesui^e de la résistance 
devait être seulement abaissée aux trois cinquièmes de sa valeur thco« 
rique. D'après la théorie de New^ton , modifiée par l'expérience , la 
force retardati'ice , rapportée à l'unité de masse, d'une sphère qui se 
meut dans Tair, a pour expression le carré de la vitesse de ce corps, 
divisé par son diamètre et par le rapport de sa densité à celle du 
fluide, et multiplié par un coefficient numérique sur lequel tous les 
auteurs de Balistique ne sont pas d'accord. Suivant Lombard (^,et 
en s'appuyant sur les expériences de Borda , ce coefficient serait égal à 
environ neuf quarantièmes. Mais la loi véritable de la résistance en 
fonction de la vitesse, est beaucoup plus compliquée: dans leis mou* 
vements qjii sont. Ou très rapides , ou très "lents, die parait s'éçarler 
notablement de la proportionnalité au carre de la vitesse; elle croit 
suivant un plus grand rapport , dans le cas des très grandea vitesses; et 
au contraire, elle est sensiblement proportionnelle à la simple viteSM, 
quand il s'agit de petits mouvements, comme les très petites vibra- 
tions du pendule à secondes (^^). 

Pour déterminer directement et sans aucune hypothèse, la loi de 
la résistance qu'un corps éprouve en se mouvant dans un fluide, il 



(*) lYaité du Mouvement des Projectiles, paje 99. ' 

{!'*) Additions à la Connaissance des Tems , annce i834» page tS. 
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feudrait cODsidërer à' la fois ce mouvemeut et celai que le mobile 
communique au fluide : par l'effet de ce dou^ble mouvement ^ le fluide 
exerce à chaque instant une certaine pression , en chaque point du 
mobile et normale à sa surface; cette pression , différente de celle qui 
a lieu dans Tetat de repos , produit la résistance proprement dite que le 
'mobile éprouve , et à laquelle il faudrait encore joindre la force tan- 
gente à la surface y provenant du frottement de ce corps contre la 
couche fluide qui le touche. C'est ce que j'ai pu faire , en effets dans 
mon Mémoire sur les Mouvements simultanés du pendule et de Vair 
environnant {^)y et ce qui m'a conduit à déduire de la théorie , la 
correction nouvelle que M. 3essel a fait subir, d'après Texpérience , à 
la longueur du pendule à secondes» J'essaierai, par la suite^ d'étendre 
mou analyse au cas du mouvement progressif des projectiles dans l'air, 
et de déterminer, s'il m'est possible, la pression que le fluide, qu'ils 
déplacent en le comprimant d'un côté et le dilatant de l'autre, 
exerce sur leur surface, ou la résistance qu'ils éprouvent, envi- 
sagée sous le point de vue que je viens d'indiquer. Je n'ai pas 
besoin de dire combien la connaissance de cette loi, exacte et 
générale , serait importante dans beaucoup de questions , et , par 
exemple 4 dans le problème de la Balistique, Mais pour l'objet que je 
me suis proposé dans ce Mémoire, j'ai pu admettre comme étant 
suffisamment approchée , la loi ordinaire de la résistance proportion- 
pelle au Carré de la vitesse. 

C?est aussi Newton qui a donné le premier exemple de la détermi^ 
nation du mouvement d'un corps pesant dans un milieu résistant. 
Quand le mouvement est vertical, il a résolu le problème, en sup- 
posant la résistance proportionnelle, soit à la vitesse , soit à son carré; 
mais lorsque le projectile est lancé dans l'air suivant une direction 
quelconque , il s'est borné à considérer le cas de cette force propor- 
tionnelle à la simple vitesse, en observant toutefois que ce cas n'était 
pas celui de la nature. Les àexx% équations que Newton a du intégrer 



(*) ToQM XI de« Mémoires de F Académie des Sciences. 
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pour dëterminer les composantes horizontale et verticale de la vitesse* 
à un instant quelconque^ sont linéaires , du premier ordre et à eoef^ 
ficients constants ; et les deux inconnues y sont séparées y de sorte que 
ces deux équations se résolvent indépendamment Tune de l'autre , et 
que leur solution ne suppose réellement qu'une simple int^ration 
immédiate. Il n'en est plus de même dans le cas de la résistance pro« 
portionnelle au carré de la vitesse : les deux inconnues entrent à la 
fois dans chacune des équations du mouvement, qui ne sont plus 
linéaires; et ce n'est que par une combinaison particulière, que l'on 
parvient à j séparer les variables et à les ramener aux quadratures , 
ce que l'on regarde comme la solution complète du problème* Elle 
est due à Jean Bernouiili , qui l'a donnée dans les actes de Leipzig 
de 17 19, plus de trente ans après la solution de Newton, et à une 
époque où le calcul intégral avait déjà fait de grands progrès. Gepen* 
dant, Ëuler,'au commencement de son mémoire sur cette matière^^(;^), 
exprime sa surprise de voir que Newton se soit arrêté au eas de 
la résistance proportionnelle à la simple vitesse, et n'ait pas considéré 
le cas de la nature j lui , dit-il , qui a résolu bien d'autres problèmes 
plus difficiles. On sait d'ailleurs que la question de la trajectoire dan3 
un milieu résistant en raison du carré de la vitesse, fut proposée 
comme un défi , anx géomètres du continent , par un Anglais nommé 
Keil, qui croyait le problème insoluble, parce que son illustre com^ 
patriote ne l'avait pas résolu. Maintenant le calcul numérique des 
intégrales qui expriment le temps et les deux coordonnées du mobile 
en fonctions d'une quatrième variable , s'effectue aussi simplement 
que la question le comporte, et en poussant les approximations aussi 
loin qu'on veut. On en peut voir un exemple dans les Exercices de 
calcul intégral , deLegendre (^, oii ces coordonnées sont calculées à 
moins d'un cent-millième de leurs valeurs» 

Indépendamment de la force centrifuge provenant de la rotation de 



(*) Mémoires de V Académie de Berlin y année 1 7,53, 
n Tome !•', page 336. 
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la Terre 9 et qui influe sur le mouvement des corps pesants , en dimi^ 
nuant la gravite, d'une' quantité variable avec la latitude; cette rota«- 
tion produit encore y dans ces mouvements, certaines déviations qu'il 
est intéressant de connaître, soit en elles-mêmes, soit pour savoir 
jusqu'à quel point elles peuvent influer sur la trajectoire dès projec* 
tiles, et s'il est nécessaire d'y avoir égard dans là pratique de l'artiller 
rie. Plusieurs physiciens ont mesuré, avec autant de précision qu'il a 
été possible, les petites distances dont les corps qui tombent d^unç 
hauteur considérable, s'écartent du pied de la verticale. Laplace et 
M. Gauss ont soumis celte question au calcul; mais en intégi^ant les 
équations de ce mouvement à très peu près Vertical , ils ont fait abs- 
traction de la résistance de Tair , qui peut cependant avoir quelquefois 
une influence extrêmement grande sur le résultat» J'ai donc pensé 
qu'il serait utile de reprendre ce problème en entier, et den étendre 
la solution au cas général où le projectile est lancé dans Tair, avec 
une vitesse et suivant une direction quelconques^ 

Pour cela , j'ai d'abord formé les équations différentielles du mou- 
ven^ent absolu dans Tespace, en rapportant à des axes fixes les coor-^ 
données du tnobile; puis j'en ai déduit les équations du niouvemcnC 
apparent, tel que nous Tobservons près de la surface du globe, ou 
* rapporté à dœ axes fixes à cette surface, qui participent, ainsi que 
nous, à ta rotation de la Terre. CSes équations diflférentielles sont très 
compliquées; mais, en prenant la seconde de temps pour unité, la 
vitesse angulaire du mouvement diurne est une très petite fraction -y 
ce qui permet de les réduire à une forme plus simple. On en déduit 
alors quelques conséquences générales, dont voici les énoncés. 

Le mouvement de la Terre empêche uu liquide, contenu daus un ^ 
vase et tournant avec une vitesse constante autour d'un axe vertical ,. 
de parvenir rigeureusement à une figure permanente, qui serait celle 
d'un paraboloîde de révolution , si la Terre était considérée comme 
immobile. 

Si un corps se meut sur une courbe donnée et attachée fixement à, 
la surface du globe ^ l'équation différentielle de son mouvement ne 
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contient pas la vitesse de rotation de la Terre , et ce mouvement est 
le même 9 en conséquence, que si la Terre était en repos. Ainsi, pour 
une valeur donnée de la pesanteur, résultante de la figare et de la 
rotation du sphéroïde terrestre , les oscillations du pendule sont les 
mêmes dans tous les azimuts autour de la verticale; r^ultat qu'il 
était important de démontrer, vu le degré de précision que Ton ap- 
porte maintenant dans la détermination du pendule à secondes, en 
différents lieux de la Terre. Mais le mouvement diurne et la direction 
du plan des oscillations ont une petite influence sur la tension variable 
que le fil éprouve pendant qu elles ont lieu , et qui n'est pas rigou- 
reusement la mène dans tous les azimuts. 

Enfin , quand un projectile est lancé dans Fair suivant une direc« 
tien quelconque , la rotation de la Terre n'augmente ni ne diminue 
la distance à laquelle il se trouve à chaque instant , du plan parallèle 
à Féquateur , mené par son point de départ. 

Avant de chercher les intégrales des équations du mouvement ap-? 
parent , dans le cas général , d une grandeur et d'une direction quel-? 
conques de la vitesse initiale , j ai considéré les cas particuliers les plus 
simples. Le premier est celui où le mobile part d^un point situé k 
une hauteur donnée itu-dessus du sol, et est aban4onné à l'action de 
la pesantenr, sans qu'on lui imprime aucune vitesse particulière, de 
sorte qu'il commence à tomber verticalement. La vitesse à son point 
de départ , provenant de la rotation de la Terre à laquelle il partie 
cipe , étant plus grande que celle qni répond au pied de la verticale, 
on comprend que le mobile, quand il a atteint le sol, doit s'écarter 
du pied de cette ligne, à Vest ou dans le sens du mouvement vrai de 
la Terre. Mais le calcul peut seul donner la mesure de cet écart, 
surtout lorsqu'on a égard à la résistance de l'air: il fait voir, en effet^ 
que la déviation a lieu vers Vest^ et qu'elle est nulle dans le sens du 
méridien. Pour comparer à l'expérience, la formule qui en exprinie 
la grandeur, j'ai choisi les observations de ce genre qui ont été faites 
en i833 par M. le professeur ^eich, dans les mines de la Saxe. La 
hauteur de la chute était de i58 mètres et demi; et M. Eeich a cou* 
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da de la moyenne de io6 expériences , une dëviation à Vest^ de 28 
millimètres et un tiers. Il a aussi trouvé À très peu près six secondes 
pour le temps de la^hute; au moyen de cette donnée, j'ai pu calculer^ 
sans aucune hypothèse , le coefficient de la résistance de l'air que le 
mohilo a dû éprouver; et ensuite , la formule a donné 27 millimètres 
et demi pour la déviation ; ce qui diffère de l'expérience^ de moins d'un 
millimètre. Dans le vide, cette déviation ne surpasserait pas d'un 
dixième de millimètre, celle qui a lieu dans l'air ; en sorte que dans 
cet exemple, la résistance de l'air n'a eu qu'une influence insensible. 
Quand le projectile part de la surface de la Terre, et qu'il est lancé 
verticalement de bas en haut avec une vitesse donnée, on conçoit 
que , pendant la durée de son élévation, il doit s'écarter de la verticale, 
vers Vouestj ou en sens contraire de la rotation delà Terre. 41 semble 
qu'ensuite, durant sa chute, il devrait se rapprocher de cette ligne, 
et retomber à peu près k son point de départ; mais il n'en est point 
ainsi. Parvenu au point le plus haut de sa trajectoire, et lorsqu'il a 
perdu toute sa vitesse verticale,- le projectile, en déviant vers Vouestj 
a aussi acquis une vitesse horizontale dans le même sens, en* vertu de 
laquelle il continue à dévier dans ce sens, du moins pendant une 
partie de sa chute. La difficulté analytique que Ce second cas présente, 
est de raccorder, pour ainsi dire , les deux mouvements successifs 9 
ascendant et descendant, du projectile, qui sont exprimés par des 
formules très difierentes, lorsque Ton tient compte de la résistance de 
Pair. Pour appliquer à un exemple la formule relative à la déviation 
totale du mobile , quand il est retombé sur le sol , j ai supposé que 
ce corps fût une balle, tirée verticalement par un fusil d'infanterie, 
avec une vitesse d'environ 400 mètres par secondes. La grandeur de 
cette déviation varie beaucoup avec celle de la résistance de l'air; en 
donnant successivement au coefficient de cette résistance des valeurs 
qui soient entre elles comme quatre et trois , on trouve des déviations 
vers Youest dans les deux cas, mais d'environ un et trois décimètres : 
dans le vide, celte déviation s'élèverait à une cinquantaine de mètres j 
en sorte qu'elle est réduite à un cinq-centième de sa valeur, parla plus 
grande des deux résistances. 



8 SUR LB MOUVEMEMi; 

J'ai encore examine en parttcalier y le cas ou la vitesse initiale da 
projectile est presque horizontale , ce qui comprend ^ pour fixer les 
idées y le tir à la cible. On trouvera dans mou M^KfrPÎro les formules 
qui s'y rapportent et qui en expriment toutes les circonstances , selou 
que le tir a lieu vers tel ou tel point de l'horizon. Ici, je me bornerai à 
dire que la vitesse initiale étant toujours d'environ 4^o mètres, et la 
distance de la cible, placée au but en blanc j égale à 2100 mètres, les 
déviations horizontale et verticale de la balle , dues au mouveuient de 
la Terre, s'élèveraient à peine à un demi-ceutimètre, c'est-rà-dire 
qu'elles n^influent pas sensiblement sur la justesse du tir et sont 
inutiles à considérer dans la pratique. Ces déviations sont également 
négligeables dans le tir du canon, et dans tous les mouvements qui 

■ 

ont lieu suivant une direction à peu près horizontale. 

Dans le cas général, les effets quiB produit le mouvement de la Terre 
dans le mouvement d'un projectile, sont d'abord des accroissements 
positifs ou négatifs, sojtde l'intervftHe de temps q^e le mobile emploie 
à aller de son point de départ au point ou il retombe spr le terrain , 
soit de la distance du second point au premier, que l'on appelle la 
portée Jiorizontale. Les sigues de ce$ accroissements dépepdent de la 
direction du plan vertical dans lequel le projectile est l^ncé : il y a 
augmentation dans une direction et diminujtion dans une autre; leurs 
valeurs sont exprimées par des intégrale^ doubles, dont le calcul 
numérique serait très pénible. Le mouveoient diurne fait, en outre, 
sortir le mobile du plan vertical où il a été projeté; ce qui donne lieu 
à une déviation hprijsontale , dont la valeur se compose de deux parties 
distinctes, exprinjées aussi par des intégrales doubles. L'une de ces 
déviations partielles est indépendante de la direction du plan vertical^ 
elle a toujours lieu k drpi^e 4^ l'observateur placé au point de départ 
et tourné vers la trajectoire; à notre latitude, on peut la considérer 
comme étant l'effet principal de la rotation du globe; et, heureuse^ 
ment, on en obtient des limites plus faciles à calculer que sa valeur 
piéme, qui se réduiront en nombres, si l'on veut, au moyen de la 
longueur de la portée et de la durée du trajet ^ données par l'observa- 
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tion y et suffiront pour apprécier la grandeur de la déviation. En ap- 
pliquant, par exemple, ces limites au tir de la bombe, tel qu'il a 
iieu dans les exercices àes polygones ^ c'est-à-dire sous Tangle de 4^^» 
avec une vitesse initiale de 120 mètres par seconde, qui donne une 
portée d'environ 1200 mètres, pour un projectile de 27 centimètres 
de diamètre et du poids de 5i kilogrammes (^); on trouve que la dë- 
viattion du point de chute sera comprise entre 90 et 120 centimètres, 
lorsqu'on tirera dans un plan vertical, tangent au parallèle du point 
de départ. Elle aura lieu vers le midi, quand on tirera vers Vestj et 
vers le nord j si l'on tire vers Vouest. En l'évaluant à un mètre, et 
observant qu'un tel écart à la distance de 1 200 mètres , répond à un 
angle d'à peu près trois minutes, il s'ensuit que, pour atteindre plus 
sûrement le but, il faudrait tirer à gauche du plan donné, dans un 
autre plan qui ferait avec celui-là un angle de trois minutes, dont 
la considération peut influer sur la justesse du tir et sur la chance 
d'atteindre le tonneau , dans les exercices où le canonnier doit appor- 
ter beaucoup de précision. La déviation horizontale sera un peu 
moindre et s'observera vers Yestj quand on tirera vers le nord; elle 
sera un peu plus grande et aura lieu vers Vouest ^ quand on tirera vers 
\e/nidi. Ajoutons encore, que dans le tir de la bombe à grande por- 
tée, par exetnple à une distance du but, d'environ 4000 mètres, ce 
qui suppose une vitesse initiale d'à peu près le tiers de 800 mètres , 
sous l'angle de 4^^ 9 ^t pour un projectile de 90 kilogrammes et d'un 
tiers de mètre de diamètre, les limites de la déviation, en tirant à 
Yest ou à Vouest y .seront à peu près 5. mètres et 10 mètres; en éva- 
luant donc sa grandeur à 7 ou 8 mètres , on voit que dans les sièges, 
des édifices et des personnes ont pu être atteints par la chute d'une 
bombe, à cause du mouvement de la Terre, et d'autres ne pas l'être, 
pour la même cause. 

CSes nombres, et ceux qu'on a cités plus haut, se rapportent à une 
latitude moyenne; ils varieront avec celle du lieu de l'expérience : à 

m 

(^ La bombe de 10 pouces et de io4 Vires» 
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réquateur, et lorsque le tir a lieu dans son plan, la déviation hort*' 
zontale s'évanouit, tandis que les accroissements delà durée du trajet 
et de la longueur de la portée j atteignent leur maximum; dans les 
liantes latitudes, ce sont, au contraire, la déviation qui approche de 
son maximum j et ces accroissements qui diminuent: au pôle ,^ la 
déviation horizontale, la même en ce point pour le tir dans tous les 
plans verticaux , surpasserait d'à peu près moitié celle qui a lieu dans 
notre région. Partout, les accroissements de la portée et du temps 
sont nuls, quand la vitesse initiale est dirigée dans le plan du méri- 
dien. 



(i). Le projectile est une sphère homogène; c'est le mouvement de 
son centre de gravité onde figure que l'on considère j on y suppose sa 
masse entière réunie , et la résistance de Tair directement appliquée. 

La rotation de la Terre a une petite influence sur le mouvement 
des corps près de sa surface ; son mouvement de translation n'en a 
aucune ; c'est pourquoi j'en ferai abstraction , et je regarderai le 
centre du globe comme un point fixe. 

Soit G ce point. Au bout du temps quelconque f , écoulé depuis l'o- 
rigine du mouvement, soit aussi M le point de sa trajectoire oii se 
trouve le mobile. Par le point G, menons trois axes fixes et rectangu-^ 
laires Gr,, Gj,, Ce,, et désignons par o^, , Jy , z^y les coordonnées de 
M rapportées à ces axes. En appelant Y la somme des molécules du 
sphéroïde terrestre , divisées par leurs distances respectives au point 
M , les composantes parallèles à ces mêmes axes, de Fattraction de la 
Terre sur le point matériel situé en M, seront exprimées, comme on 

sait, par les diflFérences partielles ^, ^> -^î ©t selon qu'elles au-^ 

ront des valeurs positives ou négatives , elles agiront dans le sens des 
demi-axes Gj:^, G^,, Gr^, des coordonnées positives, ou dans le sens 
contraire. Représentons aussi par f la force accélératrice provenant 
de la résistance de l'air, et par A, yu, f, les angles que fait sa direction 
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avec des parallèles à ces trois droites , menées par le point M ^ de sorte 
que ^cosA, ^cos^e, ^cosy, soient les composantes de ^, suivant les 
mêmes directions que celles de Tattraction. En prenant le temps t 
pour la variable indépendante, dont la différentielle est constante, 
nous aurons 



d^x dV 

^' = _ + (pCOSA, 

^ _ dV 

d'z dV 

-dF = dT -+- ^^^^^^ 



^ + (pcosyu, > (a) 



pour les trois équations différentielles secondes du mouvement absolu 
du projectile dans l'espace • 

On prendra le plaA du méridien passant par le point de départ du 
,* mobile, c'est-à-dire, le plan de ce point et de l'axe de rotation de 
la Terre, pour c.elui des y, et i^, ; les demi-axes Cy^ et Cz^ seront com- 
pris dans notre bémisphère , le second sera dirigé vers le pôle , et le 
premier sera compris dans le plan de l'équateur, ainsi que Taxe des 
j:,. On représentera par r le rayon vecteur CM , par 9 langle compris 
entre CM et le demi-axe Gz^, et par 4 l'angle que fait le plan de ces 
deux droites avec celui des y^ et z^; en sorte qu'au bout du temps f, 
les coordonnées polaires du mobile soient r, 0, 4» ^t qu'on ait en 
^conséquence 

z,=îrcosd, j^, = rsîndcos4j •r, = rsîn9sin4- 

Soit aussi n la vitesse angulaire du mouvement diurne de la Terre; 
nr sin 6 sera la vitesse absolue de lair au point M, et cette dernière 
vitesse étant tangente au parallèle passant par ce point, ses compo- 
santes par rapport aux directions des coordonnées z^, y^ x^ seront zé- 
ro, — nrsinô •sin49 nrsinô.cos4j en supposant le demi-axe Cx^ 
dirigé vers Varient. Les deux dernières composantes pourront être 
remplacées par — nx^ et ny^*y au point M, les trois composantes de 
la vitesse relative du mobile et de Fair, auront donc pour valeurs, 

a.. 
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abstraction faite du signe , 

et en désignant par 9^ cette vitesse , on aura 

On considérera la résistance de Tair comme une fonction donnée de 
celte vitesse relative; et de plus , on supposera cette force directement 
opposée à cette vitesse : on aura par conséquent 

pour déterminer les angles A, /«^, v, qui répondent à la direction de' 
^ au point M. 

Après qu^on aura fait une hypothèse sur la forme de la fonction <Pj 
les équations {a) ne contiendront plus que les inconnues ^^y Xfy z , 
et leurs différentielles^ ou, si Ion veut, les inconnues r, d, ^9 ^Q 1^& 
intégrant, du moins par approx^imation , elles feront donc connaître^ 
à un instant' quelconque, la position du mobile dans l'espace; mais 
dans la question qui nous occupe , c'est à des axes fixes à la surface 
de la Terre ^ et participant à son mouvement de rotation, qu'il faut 
rapporter la position du projectile, c'est-à-dire qu'il s agit de dé- 
terminer son mouvement apparent, tel qu'on l'obsei'veà cette surface, 
ce qui exige que l'on change les inconnues o^y, y/, ^,y en d'autres 
coordonnées. 

(lï). Soit donc O, un point déterminé de la surface du globe. Par ce 
point, menons trois axes rectangulaires Oz% Qf^, Oj/j le premier 
dirigé suivant le prolongement du rayon CO, le second compris dans 
le plan du méridien et dirigé vers le nord^ et le troisième dans le plan 
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du parallèle^ et dirige vers Yesty ou dans le sens du mouvement diurne. 
Au l>out du temps ty soient z%^, a/, les coordonnées du lieu M du 
mobile, rapportées à ces nouveaux axes. Si l'oa suppose qu'à l'origine 
du mouvement , le méridien du point O coïncidait avec le plan des 
jr, et z^y Tangle compris entre ces deux plans au bout du temps t^ 
sera égal à nt. Je désignerai par y la latitude du point O, ou plus 
exactement y l'angle compris entre le rayon GO et sa projection sur 
Féquateur; et je représenterai par / la longueur de ce rayon. Les 
coordonnées du point O, rapportées aux axes Gr^, C^^, Cz^^ se dé- 
duiront de jr,, f^y je^, en y faisant rxzzl^ = 90^ — y, ^|, = n/; en 
sorte qu'elles auront pour valeurs /cosysinnt, loosycosnt^ Isiny. 
D'après les formules connues dé la transformation des coordonnées^ 
dont on change à la fois^ l'origine et ks directions, on- aura alors 

a/=(x, — /cos^sin nt)cosni — (jr, — /cos>cosnf)sînnf, 
y = {z, — /sin>)cos>' — (^^ — /cosycos7i^)sin7Cosn^ 

• — (or, — / cos y sin wf) sitty sin nty 
z' =^{z^ — / sin 7) sin 7 4- {y^ — /cos y cos nt) cos y cos nt 

+ {x^ — 7cos y sin nt) cos y sin nt^ 

ou bien , en réduisant, 

xf ^=^ X ^ QO%nt — ^^sin wï, 

y == jt, cos y — y^ sin7 cos nt — x^ sin y sin nt^ 

j&^ == z,sin7-+-^,cos7COsn/-+- jc^^GOsysinn* — ly 

d oii Ton tire réciproquement 

x^ = x^cùsnt — ^sinysin/if -f- (z^ -f- l)cosysinnty 
y, = — x^ sïnnt — ysinycosnt-h {z' -4- tjcosycosni^ 

^/ =ycos7-H(z^-+-/)sin7, 

pour les valeurs de x^^y^y z^^ qu'il faudra substituer dans les équa- 
tions {a) y et dans celles qui déterminent la vitesse \> et sa direction. 
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Les coefficients de a?,, ^, , js^, dans les valeurs de x' j y y z! y dai* 
vent être les cosinus des angles que des parallèles aux axes des x^ , y^^ 
Zp menées par le point M^ font avec ceux des x^ j y ^ ^ \ et c'est^ en 
eèet^ ce qu'il est aisé de vérifier. Il s'ensuit donc que si l'on appelle 
ïl ^ fi' y if j les angles que fait la direction de la vitesse Vj contraire 
à celle de la force 9 j avec ces nouveaux axes , on aura 



f^cosA^ s= — (^cosA. cosntH- f^cos/cc.sinn<^ 

pcos fjt! ^= — f^cosy-cosy-h i^cos^.sin>cosn*-h MCOsA-sin^sinn^y- 

f/cos / == — i^ cos y . sin 7 — i^ cos fi . cos y cos nt-^i^ oos A .cos y sin nt. 

En vertu des valeurs de x^jr^^ z^^ on aura aussi 

dx ' dx' ^ d/ ^ • ^ . ^^ • * 

-^ — ^/ = -^ cos nï ^ sin y sm wf 4- ^ cos y sin nt , 

dr dx' • ^ ^r' • dz' 

-^ "l-nx, = j^ sin n* — -^ sm y cos ^t -^-ji cos 7C0S nty 

dz, dy . ^«'^• 

^« ^cos7+^sm7, 

pour les valeurs précédentes de — i^cosA, — i^ cos /te, — i^cosvjet 
toutes réductions faites , il en résultera simplement 

^1 dsf I dy I d£ 

PCOSA' = -gr-, PCOS;*' =-è> f^COS/ =-^. 

La vitesse relative v du mobile et de l'air, est donc en grandeur et 
en direction , la vitesse même du projectile dans son mouvement ap- 
parent ; ce qui tient à la nature du mouvement de rotation du fluide, 
et n'aurait plus lieu, en général , si l'air avait un autre mouvement , 
comme dans le phénomène des vents alises, par exemple. Si Ton ap- 
pelle s l'arc de la trajectoire apparente, compté à partir d'un point 
fixe sur cette courbe et dans le sens du mouvement du projectile , 
on aura 



la différentielle ds sera positive ainsi <j;ue dt^ et les équations précé- 



; 
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dentés donneront alors 

Cela posé , les équations (a) deviendront d'abord 
^ cos nt ^ sm y sm nf + -^ cosy sin nf 

(dJ • - . dy • ^ dJ \ o 

-^ sin tit-^-^ sin 7 cos nf — -^ cos > cos Tin — v?x 

— -^ Sin /!« — ^ smy cos nf -+- ^ cosy cos nt 



fdJ ^ dy' • • ^ rf*' • \ 

^^ \"S"^^ ^sinysinnï-h -^ cos y sm /i<^ — n^, 



^ . ÇCOSA^, 

^cosy ^-^p-siny = — -h^cosir; 

en considérant successivement Y comme uhe fonction à^x^yy^^ z^y 
et comme une fonction àe x' yj' j z' ^ on aura 

dV dV ^ dV ' . 

^ = — -jj^ Sin y sm nf — -^ sin y cos nt+ -^ cos y ^ 
dP = s;COsysin/if -|-^cosycos7i*-+- ;^siny; 

et il sera facile de changer les équations précédentes en celles-ci t 

^ = — 2n^ siny + n^[/siny - (y+/)cosy]siny h- ^r-<P% , ^ (*) 
^ = 2n^ cosy— n^[/siny— (x'+ /) cosy] cosy 4- ^— ^, 

qui seront les équations du mou?ement apparent^ qu'on se proposait 
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de trouver^ et que Ton réduira à une forme plus simple par les 
considérations suivantes. 

(3). La Terre étant composée de couches à très peu près sphériques^ 
concentriques 9 et dont chacune à partout une même densité , la valeur 
de V est de la forme 



où l'on désigne par /^ une force très peu difierente de l'attraction au 
point O^ dont la distance au centre G est l\ par t ^ une petite frac* 
tion qui a pour valeur^ environ ua 3oo*; et par U, une fonction 
donnée de j/, ^^ z^ La valeur du riayon vecteur r du point M sera 
donnée par FéquatioA 



Si O est voisin du point de départ du projectile^ les coordonnées x' ^ 
y ^ z! j seront très petites par rapport k l^ dans toute Fétendue de 
la trajectoire; on pourra alors développer les différences .partielles 

^ , ^ , ^ , en séries très convergentes , ordonnées suivant les puis- 
sances et les produit? de y, ^^^ y; et le développement correspondant 
de U sera 

F étant une constante arbitraire ^ et G, H> etc.j des constantes 
données. 

Au point Oy les composantes de Tattraction, suivant les axes des 

x'^y'^z^ ou les valeurs de -^p, -rp-y -^^ qui répondent à a/ = o, 

y = c, z' o, seront «/G, «/H, — f-^ffK. Pour en déduire 
pelles de la pesanteur, il y faudra ajouter les composantes de la force 



. J •* 
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centrifuge due à la rotation de la Terre; or^^es trois composantes sont 
zéro, — n*/sinycos7, nHcos^y^ en observant qu'an point O la force 
centrifi]|;e est 4gale à nHiiosy j et dirigée suivant le prolongement de 
la perpendiculaire à l'a^e de rotation, de sorte que sa direction fait 
avec les axes des j/, y, j3% des angles égaux à 90*, QO^^-h^, y. Far 
conséquent I si Ton appelle g^ la pesanteur en ee point ^ et g^/V, kf y 
les angles compris eqtre sa direction et les axes des j/.^ y, ^% ou 

g:COSg^ = ifOy 

g cos A' = if EL — nPl sin y COS7 , ^ (c) 

gcos^ =5 — y 4- «/K.4- n^/cos'>, 

pour les Vialeul*s complètes de ses trois composantes. Ces formules 
doivent coïncider avec les seconds membres des équations (6)^ en j 
supprimant les termes dépendants de la vitesse da mobile, et y faisant 
a/ = o,y = o, x' = o;ce qui a lieu effectivement. On vérifiera de 
même que les composantes de Fattraction jointe k la fcMrce centrifuge , 
qui répondent au point M^ coïncident aussi avec ces seconds mem- 
bres , en 7 supprimant seulement les termes relatifs à la vitesse du 
projectile, et quelles, que soijent les coordonnées 3C^ yj' ^ ^ . 

Le rapport de ri^l à g* est uqe fraction très peu différente de i ; si 
donc ojn néglige les carrés et le produit de ces deux fractions^ et si 
Fon observe que la force g est une quantijté positive^ on déduira des 
équations précé(^ente$ 

g^— f — «/K — fflcifs^y^ cosifc' = --r I î, 

ce qui fait cqq naître l'intensité de la pesanteur au point O, et 
montre que cette, fof ce fait avec Taxe Oz' , un angle dont le. supplé- 
ment ièst de. Fondre de petitesse de #• 

. Dansie ^développement de V, je infligerai les termes qui ont t* 
pour diviseur , ^t ceux qui ont | pour diviseur et e pour coefficient. 

3 
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m 

De celte maniera, on ftnra 

A ce degrë d'approximatîoQ ^ il faudra aussi négliger les termes des 
équations (b) qui dépendent de n' et de Fune des variables a/ y j' y^' \ 

car, si Ton fait — = «T^ , le terme n*a/ , par exemple , deviendra ^^, et 

sera par conséquent du même ordre de petitesse que ceux qui se 
trouvent négligés dans les différences partielles de Y. 

Gela posé , et en ayant égard aux formules (c) , les équations (&) se 
réduiront à 



dF = =*" (i-siny — -3jCOsy)-hgrcos^ — 4> 



ds * 

dy »„<^„:«. ^j ^u ^^4/ 

dt 



% 



an -^sin>-hgrcos*' — ^^, } (</) 



^*' «-^^'^^^ j -.««.1/ .. »»'/ -*' 



de 



2»-5j-cosyH-ê^oosA'-f- ^ ~ ç^; 



mais aQn de les rendre plus immédiatement apj^icaUes , nous y 
changerons x/ ^ "/ y z'^ en d'autres coordonnées peu différentes de 
celles-là. 

(4). Pour cela, élevons par le point O, une verticale Oz dirigée vers 
le zénith y ou en sens contraire de la pesanteur, et dans le plan hori- 
zontal, perpendiculaire à Ozj tirons arbitrairement deux axes Oar 
et Oy, perpendiculaires entre eux. Soient x^y^ z, les coordonnées 
de M , rapportées à ces axes Ojt, Oy , Oz. On aura 

z = — y cos ^ — j^ cos h! — jt'cos V , 

en observant que Oz fait avec les axes des xf ^y ^ z\ des angles égau)( 
aux suppléments de g^, h! ^ V. On aura, en même temps , 

y ^ x^ cos a/Oy + y'oo^yOy + z' cos z'Oy , 
X =s» x'cosyOx-hyoosyOxH-z^cosz'Ox. 
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On pourra supposer que Ox et Ojr ç'ëcartent très peu de Ox^ et O^^ 
de sorte que les angles âr'Ocr et^^O^* soient de Tordre de petitesse de 
la fraction i. En négligeant leurs carrés^ on aura alors 

cosj/CXr = I, cos;^0;^ = i. 

Je supposerai de plus y que Pare O^ soit compris dans le plan du mé- 
ridien ; l'axe Oj/ étant perpendiculaire à ce plan , nous aurons 

cosjt/Ojr » o; 
«t comme on doit avoir 

cosa/Ox . cosyOx -+• cos j/Oy . cosy Oj^ H- cosgf'cos A' = o, 



il en résultera aussi 



cos^Oj: = o, 



«n observant que le produit cosgf^cos A' est de Tordre de petitesse des 
quantités que nous négligeons. Enfin ^ à cause des équations 



cos x^Ox . cos i!Ox -h cos x^Oy . cos z'Oy + cos g'coskf — o , 
cos^'Ox . cos zfOx -+- cosyOjr . cos z'Oy -+- cos h' cos A' s= o , 



et de cos kf =^ — i ^ nous aurons 



cosz'Ox = cos g', cosjg'O;^ = cos A', 



et par conséquent 



a; = a/-|-Vcosg% j^ = y -h 2^ cos A'. 



De ces valeurs de j:, y, z, on déduit réciproquement 

3.. 
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X^ — X — JSCÔSg'^ 

jf — y — zcosA^, 

z^ = z H- j: cos g^ H-^ cos lil , 



en négligeant toujours les carres et le produit de cos ^ et cos K . 

Maintenant 9 après avoir éliminé a/ ^ j^ , z' ^ des équations {d)^ on 
les changera facilement en celles-ci : 



d^x fdr . dx \ /dt -, . . dr ,, \ dx 

rfY dx . , /</« , . , dx ,, \ dr 






On pourra^ pour plus de simplicité , négliger les termes de ces for- 
mules qui ont n cosg^ ou ncos A^ pour facteur, et dont Tinfluence sur 
les valeurs de Xyj'j Zy serait à peu près insensible. On négligera 

par la même raison , le terme ^ , provenant de la variation de la 

pesanteur dans le sens de la hauteur, et l'on considérera l'angle 7, comme 
exprimant la latitude du point O. 

J'admettrai Thypothèse ordinaire de la résistance de lair , propor- 
tionnelle au carré de la vitesse; et je ferai, en conséquence, 

c étant un coefficient proportionnel à la densité de l'air au point M, 
que l'on pourra, en général, considérer comme une quantité constante 
dans toute Tétendue de la trajectoire : si l'on appelle ^ la hauteur due 

à la vitesse ~ de sorte qu'on ait ^. = 2g^ et ^ = 2cg^y il faudra pour 

l'homogénéité des quantités ^ et g^, que 2C^ soit un nombre abstrait^ 

on que ^ soit une ligne. L'air étant un fluide pesant^ exercera en ou*- 
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tre , sur le projectile, une pression hydrostatique ; ce qui exigera que 
l'on fasse subir uqe. diminution à la pesanteur g qui aurait lieu dans 
le vide ; de plus cette réduction sera elle-même susceptible dans le 
mouvement progressif que nous considérons, d'une modification sem- 
blable à celle qui répond, d après la remarque de M. Bessel, au 
mouvement oscillatoire du pendule; mais nous ne nous occuperons 
point ici de cette question; et nous regarderons la valeur de g comme 
une donnée de l'expérience. 

Les équations différentielles du mouvement apparent du projectile^ 
se réduiront donc finalement à 



"5? 



(dy • dt \ ds dx 



d^r àx • ds dr » . ^ 

d'z _ dx ^^^ ds dz 

Elles suffiront pour déterminer au degré d'approximation que Ton 
peut désirer , l'influence de la rotation du globe sur ce mouvement - 
on n'oubliera pas que les axes des a: et des j sont les intersections du 
plan horizontal, avec les plans du parallèle et du méridien, et qu'à 
partir du point O, les x positives sont portées du côté de Vesty les x 
négatives du côté de Youest^ les j' positives vers le nordy les j^ néga- 
tives vers le midi\ L axe des z positives est vertical et dirigé de bas 
en haut. 

On appliquera tout-à-rheure ces équations à divers exemples; au^ 
paravant il y a quelques remarques qu'il ne sera pas inutile de faire. 

(5). Les équations (e) s'étendront facilement au cas d'un point ma- 
tériel, assujetti à se mouvoir sur une courbe donnée et attachée à la 
surface de la Terre. 

Pour cela , représentons par 



o, 
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les deux équations de cette courbe; L et U étant des fonctioiis don- 
nées de X y J'y z. Il suffira^ comme on sait^ d'ajouter aux seconds 
membres des trois équations (e) , les quantités correspondantes 

dh , dU ^L . , dU dL . fJU 

dans lesquelles t» et cJ sont des coefficients inconnus. On éliminera 
ensuite ces deux nouvelles inconnues ^ en ajoutant les trois équations 
après les avoir multipliés respectivement par dxj dy^ dz\ les termes 
dépendants de n disparaissent en même temps , et il vient 

dsd^s j ^ ^^ f r\ 

-^ ^ — gdz - c^,, (/) 

en observant qu'on a 

m 

4 

dxd^x -4- (fyd^y + dzd'z z=-d.ds*== dst^s, 



dx ^ djr *^ dz 

dx-^^dx-^^dz =dL'==o. 



dx ^ dx ^ dz 

On pourra tirer des équations de la C09rbe donnée y des valeurs de x\ 
y y Zy en fonctions de 5 ; en les substituant dans Téquation (/) y on 
aura donc^ entre les variables s et ty l'équation diiSerentielle du 
mouvement sur cette courbe. Il en résulte qu^abstraction faîte de la 
partie de g qui dépend de la rotation de la Terre y cette rotation n^a 
aucune autre influence sur le mouvement dont il s'agit. Ainsi ^ par 
exemple 9 en- chaque point de la surface du globe, et pour une valeur 
donnée de g^, les oscillations du pendule sont indépendantes du mou- 
vement diurne, et les mêmes dans tous les azimuts autour de la ver- 
ticale; ce qu'il était bon de foire voir, vu le degré de précision que 
l'on apporte maintenant dans les mesures du pendule à secondes, en 
diffiérens lieux de la Terre. 

La pression exercée pair un point matériel sur la courbe qu'il est 
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force de décrire , n'est pas, comme sa vitesse, indëpendante delà rota*- 
tioû du globe; c'est ce que Ton verra en effet, en la déterminant de 
la manière suivante. 

Je représente par X , Y , Z , les seconds membres des équations (e), 
abstraction faite des termes provenant de la résistance de l'air; on 
aura 



2n(Jsin7 — ^cosy), 



Y = — an •£ sin >, N . 

Ta — an-gjcosT' — g^; ^xr^y^A-- - 

et ces quaotités exprimeront les composantes horizontale «t verticale 
de la force qui agit sur un point matériel pesant, en mouvement dans 
le vide, prés de la surface du globe. Par le point quelconque M de 
sa trajectoire, je mène trob axes rectangulaires, savoir, le rayon de 
courbure , la tangente dans le sens du mouvement, une des deux parties 
de la perpendiculaire au plan osculatenf. Soient P,Q, K, les composan*" 
tes de la même force , suivant ces trois demi-axes \ la force Q diminuée 
de la résistance de l'air, fera varier la vitesse du mobile sur la courbe 
donnée ; la force R multipliée par la masse de ce corps , sera une* 
composante de la pression exercée sur la courbe ; l'autre Composante 
aura pour valeur le produit de cette masse et de rexcès de la forcé 

centrifuge sur la force P \ excès qui sera égal à - ^r^— P,en désignant 

par p le rayon de courbure au point M* Or, on voit que la résultante 
de ces deux dernières forces , ou la pression totale que la trajectoire 
éprouvera en chacun de ses points , dépendis , à raison des forces P et 
R, du mouvement diurne du globe, de sa direction par rapport » 
celle de la vitesse du mobile, et de la latitude du point O. 

Supposons, ptir exemple, qu'on n'ait point égardà la résistance de l'air, 
el que le mobile décrive uniformément, dans un plan horizontal, un 
cercle du rayon A, avec une vitesse angulaire m. En plaçant lorigine 
O des coordonnées au centre de ce cercle, et comptant le temps t à 
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partir d'un passage du mobile dans Taxe des x ^ on aur^ 

X = Acos/n<, y = Asin/n^, z ==: o; 

d'où il résultera , pour ce cas particulier, 

X == îmnAsinycos/irf, 
Y = 2mnAsin7sin/nf, 
,!Zi = — !2m7iA cos 7 sin m< — ^, 

Cette dernière force , prise avec un signe contraire et multipliée par la 
masse du mobile , e2.f)rimera la pression yariable que la trajectoire 
éprouvera dans le sens de la pesanteur. La résultante des forces X et 
Y sera égaie à amnAsin y, et dirigée suivant le prolongement de A; 
elle s'ajoutera à la force centrifuge m*A^ et il .en résultera pour la 
pression borizontale, une valeur constante, égale au produit de 
imriK sin y + m*A, et de la masse du mobile. 

Si Ton considère, deméme, le mouvement du pendule simple dans un 
plan vertical, que-^ soit l'angle compris entre ce plan et celui des x et s, 
que l'on désigne par A la longueur constante de ce pendule, et, à 
un instant quelconque, para l'angle qu'il fait avec la verticale dirigée 
dans le sens de la pesanteur , on aura 

^ = A€psésind, ^ = Asin ^sin.fl^ ^=^~Acosfl, rii = Ad9. 

Sans qu'on soit obligé de négliger la résistance de l'air, 1 équation (/) 

fera connaître sous forme finie, la valeur de ^ en fonction de 0, et 

Fou en conclura sans diflS.çulté la tension variable da fil , ainsi que la 
force Q perpendiculaire au plan des oscillations. En calculant cette der- 
nière force, ovL trouve qu'elle çst trop petite pour écarter sensiblement le 
pendule de son plan, et avoir aucune influence appréciable sur son 
mouvement. 

Quoique d'après les valeurs générales des forces X, Y, Z, la formule 
^dx -h Xdy -h TÂz se réduise à — ^dz^ on n'en doit pas conclure 
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qu'un liquide komogéne , soumb à ces forces, contenu dans un vase, 
et tournant uniformément autour de l'axe Oz^ parviendrait à une 
figure permanente, ainsi que cela a lieu, lorsqu'on a seulement égard 
à la pesanteur et aux forces centrifuges des points du fluide , résul^ 
tantes de sa rotation. En effet, pour cet équilibre des forces centri- 
fuges et des forces X, Y, Z, il faudrait que celles-ci, étant réduites 
à des fonctions de j: , ^ , js , satisfissent identiquement aux conditions 
d'intégrabilité de la formule Xdx-i-Ydjr -hZdz^ savoir : 

rfX rfY ^_^ ^ ^ 

4y dx^ d* ~ d%^ dz '^ df' 

Or, en désignant parm la vitesse angulaire et constante du fluide, 
on aurait , dans le mouvement dont il s agit , 

dx ^-r- 4T î ^ 

-=.^my, f, = ±/iM:, -3 = 0, 

et par conséquent 
X = 4: 2/imxsin7, Y == + ^nmy sin y, Z = ^^ aiimycos> — ^\ 



ce qui ne satisfait pas aux équations précédentes, excepté au pôle, oii 
Ton a 7 = 90^. En tout autre point de la Terre, la figure permanente 
d'un liquide tournant dans un vase, autour d'un axe vertical, est 
donc rigoureusement impossible, à raison du mouvement diurne de la 
Terre \ mais la vitesse angulaire n de ce mouvement étant une très 
petite fraction , moindre qu'un millième , quand on prend la seconde 
pour unité , il s'ensuit que cette impossibilité ne saurait être reconnue 
par l'expérience. 

(6). Reprenons actuellement les équations (e) du mouvement ap- 
parant d'un point matériel entièrement libre ^ et supposons d'abord 
que la direction de la trajectoire s'écarte très peu de la verticale; en 

sorte que les cosinus -£,et -^ , des angles que fait la tangente au point 
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quelconque M, aved les àtêâ horiZontaoi des x et des j^, soient de 
très petites frâctîonâ^ doât on tiëglîgem les carrëS et le produit. Les 
expressions de XyjyZy èh fonctions de f, seront différentes, selon que 
le mouvement aura lieu dans h sens de la pesanteur on en sens con- 
traire j nous considérerons ces deni câs Successivement en commen- 
çant par le premier. 

Soit donc D un point de la verticale Oz^ cfii le mobile était situé à 
l'origine du mouvement et d^où il à été abandonné, sans vitesse ini- 
tiale, à l'action de la pesanteur. J'appelle h la hauteur DO de ce point 
de départ au<-desstiii du sol ; pais , sans changer les directions des a: 
et des j^y je mets h — z à la place de z dans les équations (e) et (f) ; 
de manière qùé là nouvelle ordonnée z soit comptée à partir du 
point D et dans le sens de là pesanteur. Si Ton compte aussi Tare s à 
partir de ce point et dans le même sens que z , on aura 

ds = dzj s = z, i' = 57, 
en négligeant ^ et ^•^ L'équation (/) deviendra 

oa pourra l'employer an lieu de Tuné des trois ^uatiotis {e) , dont 
elle est une conséquétice; eïueooâel^yaitit les deux premières, «n aura, 
en même temps, 

-5î; = ^n(i8my-f-^co8y)-C5--^, J 

Je multiplie l'équation (f) par 2dz , j'intègre ses deux membres et je 
fais 



il ea résulte 
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i du r j 



équation linéaire et du premier ordre^ dont l'intégrale complète est 

et où l'on pourrait supposer que g* et c fussent des fonctions quelcon- 
ques de je : on désigne ici, et I'qq ooDtiQuçra dç représenter dans tout 
ce Mémoire, par e la base des logaridimes népériens. 

En remettant pour u Pinté^ale que cette l^tre r^^résente , et dif- 
férentiant ensuite par rapport k Zy il vient 

c ^ = !icfgdz — 4ce- ^f^^fe^f^'^ {fgdz) dz ; 

d'où Ton tirera une fonction de z multipliée par dzy pour la valeur 
de dty puis une expression de t en fonction de z. Ainsi lequation {/'), 
du second ordre, à coefficients variables et non linéaire, est néan- 
moins intégrable sous forme finie, quels que soient les coefficients 
g et c. Gomme ils sont dans la question présente, des quantités 
constantes, on aura simplement ^ par les règles ordinaires, 

en observant qu'on doit avoir ? = o et z==o, quand t = o. 

Je substitue cette expression de ^ dfti» 1« éqMttQlW (f^) 9 H j'y 
fais , en outre , 

di —P^ Â - 9- 
Elles deviennent 

4. 
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D'après la théorie des équations diffiérentielles linéaires , pour intégrer 
celles-ci je fais d'abord abstraction du second membre de la première. 
J'en déduis alors ces deux autres équations : 

g^P-J^ — are (p^-^q^) siny -= o, 
dont les intégrales sont 

arc (tang = ^ ^ = B -h ^nt sin>, 



en désignant par A et B les deux constantes arbitraires. On en conclut 

a8in(2fil«iDy) + ^coeÇairtMiiy) 

P et^F + e-tVgr > 

aco8(aiminy) — » 6iip(amwn>^) ^ 

a el b étant deux autres constantes arbitraires qu'il faudra changer 
conformément à la théorie citée y en des variables inconnues y pour 
avoir égard au second membre de la première des équations données^ 
et déterminer les valeurs complètes de ;i et ^. 
De cette manière , on aura 

shi (2/if sin >) ^ -4- cos (a/it sin y)^= 2 {e^^^^er^') nyj^ cos > , 

cos (2?irsin>)-2j — sin (2n« siny) 5^«=»05 



1 
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d'où l'oa tire 



da == an i^ co»> («•'^ —«"*''*) »»o(anfsm>) dit , 
</A = in \/\ co8> («••^«» ~ « -'»^«') cos (airt sin >) dt. 

J'intègre ces différentielles, pais je substitue leurs intégrales à la 

lie A* ^^ 

place de a et by dans les valeurs Aep etg, ou des vitesses ^ et ^. En 

déterminant les constantes arbitraires par la condition que ces 
vitesses soient nulles quand t ss o , il vient 

4r _ 4iy cos y r >' P (yK«n y) («*^^' — c-**^»*) n •iny"! . 

d'où il résulte .finalement 

,_ %ngco$y r /• coê (2m sm y) dr y 

^ ~ ffc +Vwn*y L V e^e + e-^^r* J' 






les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent avec ty 
afin qu'on ait aussi x = o et j^- ~ o pour ^ = o. 

Lorsqu'à son départ du point D, le projectile aura reçu une très 
petite vitesse horizontale dont les composantes parallèles aux axes des 
X et j^ seront désignés par a^ et 6 ' , il est aisé de voir que les quantité 

qu'il faudra ajouter aux valeurs de ^ et ^ seront respectivement 

211^ coi (%ni ttoy) «l* ^b'sïn (aninp y) 2b' cos (ani tioy) — 2a' •m (ani tin y) ^ 

et^ en même temps ^ il faudra augmenter x et jr^ des intégrales prises 
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depuis t=o, de ces mêmes quantités multipliées par dt. On suj^osc, 
dans la question présente , que al ^tll sont zéro. 

(7). Si l'on fait abstraction delà résistance de l'air, il faudra faire 
c = o , et Ton aura 



•^ = ^^ [i — cos {int sin y) — inH^ sin^ y ] , 

pour les formules relatives au mouvement dans le vide. 

Quelle que soit cette résistance , ou la valeur de c, il est facile de 
voir que le coefficient de J/ sous le signe / dans l'expression de a: , est 

toujours aunlassous de ^4 l'intégrale est donc moindre que -t^ et, 

conséquemment , la valeur de x est positive ; ce qui montre que la 
déviation du projectile dans le sens du parallèle , se fera toujours vers 
r^5f ou dans le sens du mouvement vrai de la Terre. £n observant 
que la vitesse /i de ce mouvement est une fraction moindre qu'un 
millième 9 quand on prend la seconde pour unité, de sorte que le 
produit nt ne peut être aussi qu'une petite fraction , idans toutes les 
expériences qu il est possible de faire sur les déviations horizontales des 
corps qui tombent d'une hauteur consîdérafale, on conclu», sans 
difficulté, de la comparaison des valeurs générales de j? et^, que là 
deuxième doit être regardée comme insensible par rapport a la pre- 
mière. C'est donc aux erreurs inévitables de ce genre d'observations 
qu il £tut attribuer les déviation;^ dans le sens du méridien , que quel- 
ques physiciens ont observées. U suffira par conséquent de consid^er 
la déviation dans le sens du parallèle, ou la valeur de x. 

En négligeant le carré de nt dans l'intégrale qu'elle renferme, on 
aura 



/ji7rr7-.TvV = X^fe ^"^ (**°8 = ''' "^"^ 



— 1 



'W'F + e-'V^«' Vgc ^ ^ ^ Wf' 



DES .PBOJBCriLBS DANS l'air. 3i 

jr d^sîgnwa^ k l'ûrdinaire^ le r^iportde.la circoDfét^noe au diamètre. 
Si Ton appelle d le temps total de la chute employé par le mobile pour 
atteindre le sol, ou tomber de toute la hauteur DO^ et que Ton de* 
signe par «T la valeur correspondante de a: , on aura donc à très peu 
près 

celte hauteur DO ayant étë désignée par A, on aura, en même temps , 

et dans ces équations il faudra faire 

^ == 8^' êf=^ (9580557) (i — 0,002588 • cos 2>) , 

en prentrat k secoiide et le mètre pour unités de temps cit die longueur. 
Quand les valeurs de A et de d sei^oat données par l^observati<iii , la 
seconde de ces équations fera connaître la valeur de c relative au 
projectile dont on aura fait usage ^ et ht première déterminera ensuite 
la déviation horizontale , que Ton pourra comparer à celle qui aura 
été observée. 

Pour donner un exemple de cette comparaison , je choisis les expé- 
riences faites en 1833, dans les mines de Freyberg, par M. le pro- 
fesseur Reich. Les valeurs de A et de d étaient 

h = i58,54, Ô = 6,06; 

dans le lien de Tobservation , un avait 

y =5= 5o^ 53% ^ = 9*81075 i 
au moyen de ces valeurs , on tttmve après quelques essais , 

d v^ic »- 0,95 , ^«400,01 , 
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de sorte que la ligne reprësentëe p«r • ëCa 
4oo mètres; et l'on trouve ensuite 



S = 0,027494 , 

ou à peu près vingt-sept millimètres et demi. M. Reich a conclu, de 
la moyenne de 106 observations, 

J^ == 0,028896 j 

ce qui diffère du résultat dû calcul, de moins d'un millimètre. Dans 
le vide , pour la valeur donnée de la hauteur h , on aurait 

« = v/f = 5,685i 

et en négligeant le cube de n/ dans Teipression de ^ qui répond à 
c = o , et 7 ûisant t=^ B , on aurait aussi 

^ =^ \gr^cosy = 0,027644 9 

en sorte que la résistance a augmenté le temps de la chute du mobile, 
de 0,376, ou d'un peu plus d'un tiers de seconde, et diminué la dé- 
viation ^, de 0,0001 5 , ou de moins d'un sixième de millimètre. 

(8). Je suppose maintenant que le projectile soit lancé verticale- 
ment et de bas en haut, avec une vitesse donnée que je représenterai 
par a. 

En comptant z dans le sens de ce mouvement et à partir du 
point de départ O, cette ordonnée sera positive dans toute l'étendue 
de la trajectoire; mais la différentielle dz sera positive dans la partie 
ascendante de cette courbe, et négative dans sa partie descendante. 

Or, si Ton néglige comme plus haut les carrés ^ et ^,, on aura 

» 

^5 = + rfej et la différentielle d!s devant être constamment posi- 
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positive (n* a) , il faudra prendre ds=^dz dans la première partie , et 
4b ??s ~- dk dans la seconde; au UMyeo de qaai , Fëquaticm (/) aura 
ces deux form^ différentes, savoir : 

R 

d^ _ dt' 

m 
s 

pendant que le mobile s'çlèvera , et 

pendant qu'il descendra. 

L'intëgration de la première dé ces deux équations donne 



dt \a 1/ 



c cos / ^gc *^ y^g mn t \/gc) V§ 

^log(ay/|sinr V^ H- cos f Vgx?) , 



où. l'on a déterminé les deux constantes arbitraires, par les conditions 
— = a et z = o quand * = o. Ces expressions de -^ et z ^n fonctions 

de t^ auront lieu jusqu'à Tépoqueoii l'on aura -^ = ^ et oii le mobile 
cessera de s'élever ; en appelant V le temps de son élévation , on aura donc 

a Vc cos y S/^c — \^ sin V Wgc ^ o; 
d'où l'on tire 

« 

et par suite 



^ ^ V^ ^^^ 0^°^ ^ "* V^^^ *' = -élog\/*- 



g + g 
^ 



en désignant par A' la plus grande hauteur à laquelle le mobile 
parviendra. 
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jâ^prè$ le.teoips d^^^rle corps coGamenoi^paà ^esc^nd^^, ^ ^^ vaJbiurâ de 
^ et 4e ir^mbCiif^ës à^bisoéoiide fiarlie lie a«i meuncnfeiisr^ «obtien- 
dront en intégrant la seconde ëqaatian difRerentielle dn seccmd ordre 
et dëterminant les constantes arbitraires, par les conditions -^ =.o et 

JE == A ' quand t ^ d^ ; ou bien , si Ton transporte l'origine des coor- 
données au point le plus baut de la trajectoire , que l'on compte les 
z dans le sens de la pesanteur, et le temps t à partir de Tëpoque où le 

mobile commence à descendre, les expressions de ^ et de z en fonc- 
tions de t^ seront celles du n^ 6. Elles subsisteront jusqu'à ce que le 
mobile soit retombé sur le sol , ou que l'ordonnée z, ainsi coixiptée, 
soit devenue égale à U \ en appelant donc d^ le temps de la cbute, et a^ 
la vitesse au point le plus bas ^ en «uisa 



«/ 






à eause de la valeur prëcëdeote de U y on ei^ condocA 



a 

et de là on déduit 



L (e«'*^ 4- e-'' "^^ = y/^S j 



«'=^ï«8(^^^^t^î^)„ 



a, = 



*aV-g 



Le temps total de l'élévation et de la chute successives du projectile 
peut être déterminé par l'observation; en le désignant par d, son 
expression sera la somme de 9^ et 9^ , en sorte que Ton aura 

9V'^ = «c(taiig = a/p + rog('^^H^-ii^^i (g) 
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ëqvatîoQ que ïim pourra faire- aiHPVÎr à k dëurminatiMi â« la cons- 
tante 0^ relative a» oiolHfedbiit on «iiia> fait UflAge^ lorsque la vilfesM 
<le.prcyi^tîon a sera coonuer 

Pour, donner un . exemple numérique de l'application de cas diverses 
formules 9 je suppose que cette constante c et la gravité g soient 
les mêmes que dans le cas du numéro précédent y et que la vitesse a 
soit aussi celle qui élèverait le mobile à lue hauteur h' égale à la 
hauteur h qui avait lieu dans ce même cas , de sorte qu'ôw ait 

en prenant toujours le mètre et la s econ d a sexagésimale pour unités 
de longueur et de temps. L'expression de h' en fonction de. a, donnera 
réciproquenoent 

a = v/f ( "' - = 68,89i 
on aura aussi 



le temps d^ de la chute aéra 6^06, comme dans le aaa du numéro 
précédent ; et qoaiit au tempa de l'élévation y on aura 

6' = 5^18, 

d'après son expression précédente en fonction de a. Dans le vide, on 
aurait , par les formules oïdinairas , 

a^ = a = SSy'j'j , 0, = ô' - 5,685. 

Four une élévation à la mente hauteur A.' , la viteise de projection a 

est donc moindre dans le vide que dans Pair , ce qui devait être 

évidemment; mais, à raison de cette différence des vitesstes, le calcul 

montre que c'est le temps ' ^ l'ascension dans le vide qui est 

le plus grand. 

5.. 
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(9). Peoila»! toute ki durée de rascensian du projectile^ son mouve- 
laeat horizontal sera dëtermiiié par les deux premières équations («) , 

dans lesquelles on fera ^^==i/z, et où l'on substituera pour ^, son exprès- 

sion en fonction de ^ et de a du numéro précédent. En y faisant ^ 
en outre 



dx I àr I 



elles deviendront 



di ^ ' ay^ c sïn l^ gc +{/ gtOBi \/gc 

i^n^gc cos y ( t/^ 8in< \/gç — <» V^c co» < t/^c ) 

«* '^ «|/c tin I V^^c + ygcoêt \/gc ^ 

En intégrant ces deux équations simultanées de la même manière 
que celles du n® 6, et en remettant ensuite pour p' et q^ les vitesses 

^ et ^ qui doivent être nulles quand f = o , on trouve 

« 

dx 4"**» ^g9akytwytàn(%runay)^a7tg ^gcoBycoê (aiinin y) . 

di Cfc — 4«*»n'y)(«V^2ttnH/^+ V/^cosiv/^) 

"~* gc — ^^sïn'^y ' 

4r 4^*a V^y sin> coi> cos (amsin }^) — » ayy ^/y cosy 8ip(aw< ain y) 

^^ (je — 4«* Bin'>) (« 1/ c sin/ |/^c + V^^co» t V^gc) 

d'oii Ton tire 

__ 4«*a V^^ iiny co8> 4* aay j/gy cob > — aayic^y 

4'**? l/yTsinycosy — ^ng y^gTcosy 

jc — 4''*»iQ*V 



—f 
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en faisant, pour abréger, 

/cos{i nisïny)di m 

a |/ c tin I l/gc + V^ géant ^gê ^ 

al jMppaiSaDtque Mi intégrales s'ëwnonîaseDt avec t^ a£n qu on ait 
X »-o txy ^ o , quand < »» o. 

Si. la vitesse de projection a n'est pas extrêmement grande,, le pro* 
duit ut ne cessera pas d'être une petite fraction , et par la comparaison 
des valeurs de jt et de j^ , on s'assurera facilement que la déviation y 
dans le sens du méridien , sera aussi très petite et négligeable , par 
rapport à la déviation x dans le sens du parallèle. Quant à celle-ci , 
si Ton néglige le cube de n dans son expression , et si Ton y supprime, 
en conséquence, le terme qui contient T, on aura 

oii Ton prendra 



T"T 



a l^sin i ^ gc -f- |/^co«i ^ gc 



ou , ce qui est la mênae chose , 



^ J («•c + g')coi- / ^gc ^ (fc y c J ^a^c ^ g) gin. , |/^7« g' 



Ces intégrales s'obtiendront par les règles ordinaires : si on les él 
depuis < = o jusquà t=^V ^ et en ayant égard à la valeur de V du 
numéro précédent , on trouve, toutes réductions faites , 






ec en désignant par ^ la déviation ce qni répond kip^^V , ou an point 
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le plus haut de la trajectoire , il en résultera 

ô = i. . ir II ir pxr lOS ■ ,' ■! ■ ! ff » r . .. . — tf I. 

<? La |/c (aV + ^) ^ l/u'c + ^ — tf V^r J 

J'appellerai IV ce point le plus ëlevë, et je désignerai par a! et V 
les oomposacrtes parallèles aax ases des x tt dea j^ , de k^ tîMsse 
horizontale dont le mobile sera animé en te point. Leurs taleilrs se 

déduiront de eelles de ^ c* ^ qu^on vient de former, en y ikisant 

t = &\ d'où il résultera . , . 

/ anl/eoo«> 211 «ofv 

,/ _ 4n«(d— ^^) gin >co8y 
«^ — *' * .tilt /.Ai; **4jt " f 

en négligeant toujours le cube de n. Cela étant , si l'on transporte 
l'origine des cordonnées en ly; que l'on compte les z daua le Sieœ da 
la pesanteur, et le temps t à partir de l'époque où le mobile à atteint ce 
point ly, les déviations horigoatales du mobile, pendant toute la durée 
de sa chute, seront exprimées par les formules du n^ 6, en ayant égard 
aux termes relatifs aux vitesses d et If indiqués à la fin de ce numéro. 
Au degré d'approximation où nous nous arrêtons, ces termes» dans 
l'expression àe a:^ se réduiront à 

l'intégrale étant pnse depuis f=o. Dans rjexpressioo, de^,, ils auront 
71^ pour facteur ; en sorte que la déviation dans le sens du méridien 
continuera d'étr« très petileet négligeable par rapport à la déviation 
dans le sens du paraHèle. En représentant par ^^ cette dernière dévia- 
tion , CQmptée à parûv de 1a verticale du point Q^, et qui aura lieu 
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guaiKl,Jle.prqîficAile. sfx^ ^^ tombe »ar h sçl^ U ytilt^iir d«, S"- , sç déduica 
de celle de J" du n° 7 , en j faisant *=ô, > et y ajoutant la formule qu'on 
vient d^ecrire , dans laquelle ôp étendra Tîntëgrale jusqu^a cef le valeur 

de L De celte manière , on aura 

■ I • 

Le «MHps ^/eat îd celoi de la thute toUile d<ii ^nobtèa-i ^6nt la 
^laiëor a fêlé/ dmtiuje ^lans k nuinéro fMnésédcoiit, et é'«près laquelle 
4'€sprtnioiî d» la dériartôra ^ y pendamt^élévatîoii d» mobile, pourra 
^étrire^ftOQS'oetle fMmM :; 



an 008 



* iV^,;- »')• 



Maintenant , soit J" la déviation totale du projectile, comptée de son 
point de départ O et sur le sol, & Yest ou à i^ouest de ce points 
sdbn que sa valeur sera positive ou négative ; nous aurons évidem- 
ment 



• m 4 



résuhat que l^on pourra eoitiparer à fa mesure directe de cetfe quan- 
tité i. 

Dans le cas du vide ou de c==o,. les équations (e) ne contiennent 
pas ds *, elles conviennent donc aux parties ascendante et descendante 
de la trajectoire; et comme elles sont linéaires et à coefficients constants, 
no «n peut déduire les ^rietara exact» de ^ , ^ , ^ , en fbttctions de f , 
par les règles ordinaires. Pour plus de simplicité^ si l'on néglige le 

carré de n, on trouvera 

• VI _ . . 

■ î . . 

le temps t étant compté à partir du 'départ do projectile, cest«â^ 
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dire^à pàrtirde Tëpoque oh x^jr^z^ ^, ^, sont zëro, et o4i Foo a -j,— *- 

Quand le mobile sera retombe sur le sol , on aura encore z = o ; si donc 
on appelle toujours 9 le temps entier de son élévation et de sa cbute 
successives , et J" sa déviation totale dans le sens du parallèle , il en 
résultera 

Cette valeur de ^ montre que la déviation aux» lieu â ï^uest du 
point O^ et sera proportionaelle au cube de la vitesse de projection. 
On la déduit aussi de la souocie des valewra de ^ #fc ^,9^^ déve^ 
loppant, suivant les puissances de c^ d'abord ksiMpMiaioDS.de*^ et 6^, 
ce qui donne 

^ == :; — -cr + etc. , fl, = -— ^H-etc; 



g 3^ -•- — • » "' — g 6g^ 
puis celles de S* et i.'y et faisant ensuite c=o , d'où il résulte 

t 

en sotte que les deux déviations successives S' et i^ sont égales, dans le 
même sens , et moitié de la valeur de ^ qu'il s'agissait de vérifier.. 
Pour c == Oj l'expression précédente de o^se réduit à 

ce qui s'accorde aussi avec celle que l'on obtient en faisant < s= ^ , dans 

ÂX. 

l'expression de -j- relative au mouvement dans le vide. 
(10) Prenons pour exemple, comme prëcëdemment , 

7 = 5o«53', ^ = 9,81075, l = 400,01, 
a^ 68,89, fl' ^ 5^^8, fl;«= 6,06; 



DES PROJECTILES DANS L'AIB. 4i 

nombres qui supposent que le mètre et la' seconde sexagésimale soient 
les unités de longueur et de temps , et qui répondent à une élévation h' 
du mobile dans Fair^ égale à i58'',54« A cause de 



vrr 



on trouvera pour ses déviations 

^ = — o,o455o2, J", = — o,o3647i, ^^ ~ 0,081973^ 

de sorte qu'elles s'observeront à Vouest du point O , et que celle qui a 
lieu pendant Tascension du projectile surpassera Tautre d'environ 
9 millimètres. On aura , en même temps , 

af ^ 0,012043, 

pour la vitesse horizontale du mobile au point le plus haut de la 
trajectoire j et c'est à raison de celte vitesse, dirigée vers Vouest y 
que dans cet exemple , le corps retombe à Y ouest du pied de la verticale 
de ce point, et non pas à Yest^ comme dans le n^ 7. La hauteur 
h' restant la même, on aurait, dans le vide, 

a = 55,774, 0=5,685i, 1^= — 0,110572; 

ce qui fait voir que la résistance de l'air a diminué la déviation totale 
d'environ 28 udillimètres. 

Pour donner un second exemple , je supposerai que le projectile 
soit une balle de plomb lancée verticalement par un fusil d'infanterie, 
et que sa vitesse de projection soit 

a = 434- 
Si l'expérience est faite à Paris, on aura 

r = 48<»5o'i4", g = 9,8o896j 

6 
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et pour plus d'e&actiliid^, si l'on veut tenir oompte de k perte de poids 
du mobile dans Tair, il faudra diminuer nn peu cette valeur de g^ 
et la réduire à 9,80750. 

En répétant Texpérience un grand nombre de fois, et observant 
à chaque épreuve la durée totale de l'élévation et de la chute successives 
du mobile, si l'on prend la moyenne de ces durées pour le temps 9, 
l'équation (g) fera connaître le coeffident c de la résistance^ relatif au 
projectile dont on aura fait usage. Pour fixer les idées, je prendrai 

c = 0,004; 

valeur qui se déduit de celle qui avait lieu dans l'expérience de 
M. Reich , en admettant que ce coefficient soit en raison inverse de la 
densité et du diamètre du projectile , et que dans cette expérience, où 
il avait o,oo25 pour valeur , la densité du mobile était environ les 
deuK tiers de celle du plomb , et son diamètre à peu près deux fois 
et demie celui d'une balle de fusil; ce qui donne o,oo25 . | . 7, ou à 
peu près 0,004» pour la valeur de c relative à cette balle. Les unités de 
temps et de longueur sont les mêmes que dans l'exemple précédent. 
Gela posé, par les formules des n^ 8 et 9, on trouvera 

h! = 5449^^9 a' = — 0,0208, fl, = 499^01, 
ff = 7,3567, ô, = 14,474, 

pour la hauteur à laquelle le projectile parviendra, sa vitesse hori- 
zontale au point le plus haut, la vitesse verticale qu'il acquiert en 
retombant, les durées de son élévation et de sa chute successives ^ qui 
sont^ comme on voit, très inégales. On en conclura ensuite 

^' — — 0,l34o4, ^y = 0,01439, i'= — 0,09965. 

La déviation J"^, qui a lieu pendant la chute du mobile, se ferait 
donc à Vest du point O; ce qui signifie que la vitesse horizontale, 
acquise à Vouest pendant l'élévation , ne sucrait pas , comme dans 
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l'exemple précédent, pour rendre la valeur de ^^ négative. Dans. le 
vide 9 on aurait, pour la même vitesse de projection, 

^^=.9601, a' = — 0,9217, ûf, = « = 434, 

«'=«^ = 44,245, ir'«^, = — 37,186, ^=^54,372; 

où l'on voit combien les résultats seraient différents de ceux qui ont 
lieu dans Tair, surtout à Tégard de la déviation <r que la résistance 
du fluide réduit à environ un 5oo* de sa valeur dans le vide. 

Les auteurs qui ont écrit sur la Balistique ne s'accordent pas 
sur le coefficient c de la résistance de Pair: plusieurs même le sup- 
posent dépendant de la vitesse du mobile; ce qui revient- à considérer 
la résistance comme n'étant pas proportionnelle au carré de cette 
vitesse. D'après son expression le plus généralement adoptée , et que 
j'ai citée dans mon Traité de Mécanique^ on a 

p étant le rapport de la densité de l'^ir a celle du proiectile^ et d son 
diamètre, exprimé en mètres. Le rapport de la densité du ploinb à celle 
de Teau étant 1 1 ,352, et en prenant 825 pour celui de la densité de l'eau 
à la densité de lair, qui répond à la température , à U pression et 
au degré d'humidité ordinaires, on aura, à peu près , 

c = -?- • 

et si le diamètre de la balle est 

dusi o,oi635, 
il en résultera 

# 

0=^0,0029375, 



ou environ les troifr-quarts de la valeur de c, dont nous venons de faire 

6.. 
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usage. Toutes les autres données restant les mêmes , on trouve 
S^ = — 0,^10785, ^,= — O9OO0149 J'= — 0,2099, 

c'est-à-dire une valeur de ^à peu près double de celle que nous avions 
obtenue. CTest d'après cette valeur de p qu'on a effectué plus haut, 
la diminution de valeur de g^ due au poids de l'air déplacé par la 
balle. 

(11). Considérons actuellement le cas général où le mobile est 
lancé du point O, suivant une direction quelconque , qui fait avec Taxe 
vertical Oz, un angle donné &; et désignons par a sa vitesse ini- 
tiale. 

Soit OA la projection horizontale de cette direction; appelons 6 
langle AOx que fait OA avec Taxe Ox des a: positives (n^ 4) i angle qui 
sera compté vers le nord à partir de Ox , ou à la gauche de Tobserva- 
teur placé en O et tourné vers Vesty et qui pourra s'étendre depuis zéro 
jusqu'à 36o^. Par le point O, menons une autre droite horizontale OB, 
perpendiculaire à OA, et telle que Tangle BOx soit égal à €+90''. £n 
désignant par i^ et i^ les deux coordonnées horizontales du point quel- 
conque M de la trajectoire^ rapportées à ces axes OA et OB, on aura 

X ~ ucosC — psiné, j'=« wsin€-hi/cos€, 



pour les valeurs de ses anciennes coordonnées x et j^. 

Si l'on n'avait point égard à la rotation de la Terre, ou à la frac- 
tion 72, le projectile ne sortirait pas du plan vertical des axes OA et Oz; 

pendant toute la durée du mouvement, Tordonnée (^ et la vitesse -j , 

perpendiculaires à ce plan , seront donc des quantités de l'ordre de 
petitesse de 71; nous négligerons, en conséquence, les carrés et le 

produit de -£ et de n. Nous aurons alors 
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et les équations (e) deviendront 

du • fi • ^ ^ ^ 

2n-^sinbsiny — ^'*"5 COS7 

ds du fi ds dif . ^ 

du fi ' ds du ' fi ds dv ^ 

: — an^cosesiny-CgjjjsmC— c^^cosC, 

^du fi ds dz 

' 2n^^cos€ cosy — g — c-ji^^, 
ou y plus simplement ^ 

i^u ds du dz fi 

d^v ds dv . du ' ^ d» 



d^u fi 

^cosC- 


d'v • fi 


d*u • fi . 


^^cose 




d^z 




d^ 



Cul • UM * J9 x / T \ 

in-j-siny -i- in-j^siuh cosyy \ {nj 



di^ di di 

d*z ds dz du fi 

-T — hC-r -r-*-fif = ^^":j:COSbCOS7. 

dt^ di dt ^ di ' 

Pour déterminer les six constantes arbitraires que renfermeront les 
intégrales de ces trois équations, on aura , pour <= o, les six conditions 
initiales : 

a=:o, i^ = o, je = o, -^ =a costf , -^g = 0, -^ =flsin*, 

où l'on a fait 6 = 90^ — a, de sorte que a soit l'angle compris entre la 
direction de la vitesse a et sa projection OA , qui sera positif ou né- 
gatif 9 selon que le mobile aura été lancé au-dessus ou au-dessous du 
plan horizontal , mené par le point O* 

(12). Si l'angle «test positif et très petit, la trajectoire s'écartera 
aussi très peu de la droite OA, tant que le projectile sera au-dessus de 
ce plan horizontal. Dans cette partie de la courbe^ on pourra négliger 

le carré de -^ j et comme la différentielle du sera constamment posi- 

tive , on aura alors ds = du. 
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En uégligeaDt également le produit n ^ , les équations (h) se rédui- 
ront à 



itu di^ 



d^v du dif du • 

d^s du dz , du gf 



eu bien , en faisant 

du ^^^_ / A» _^^ / du t 

dî — "^ dî — ^' Â" — *^ 

et observant qu'on aura 



il en résultera 






di/ j 

cr = — an sm >. 



3--+- C2f=z — 4-4-'2/IC0sCC0S>. 

du u ' 

En même temps , les conditions initiales qui serviront à déterminer 
les constantes arbitraires ^ dans les intégrales de ces trois équations 
différentielles du premier ordre , seront 

pour li 1= o , en négligeant le carré de a. 

De cette manière^ on trouvera, sans difficulté, 

U =^ ae , 

/ ansiny / — r»\ 

i/ = -Z[j-.e ), 



aae — 

30^ 



«1 (e"-e"^) H- ^JL^'i^^(i-e-"). 
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Là prenière de oeB fDrmttks lioBiie 







dt — -e du; 


d'où Ton tire 






* = 


1 / eu 


-0» «*=^log(i 


A cause de 




» 




i/= 


^'u-, «'=#«', 



ajG% 



nous aurons aussi 






et en intégrant et déterminant les constantes arbitraires, il en résul- 
tera 



annn 






Ces deux dernières équations seront celles de la trajectoire à double 
courbure; en y joignant la valeur de u en fonction de ty elles feront 
connaître les trois coordonnées, ou la position* du mobile à un instant 
quelconque. 

(i3). Pour en énoncer les conséquences, menons par le point O , 
un plan perpendiculaire à OA et un plan horizontal. 

Soit ^ la distance au premier plan, du lieu E où le projectile retoui- 
bera sur le second; cette distance 4^ exprimera la portée horizontale; et 
comme ce sera la valeur de u qui répondra à z i= o , ob aura , pour la» 
déterminer, l'équation transcendante : 
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que l'on résoudra par des essais ^ lorsque les valeurs nùmëriques dea 
quantités différentes de <ir qu'elle contient^ seront données ^ et qui fera 
connaître, réciproquement, ra/ig^fe db fir, ou Tangle a, qui correspond 
à une valeur aussi donnée de ^. 

Si cette portée et cet angle se rapportent d'abord au cas où Ton a tiré 
dans le plan du méridien , on aura 6 cm 90^ ou f =270% selon que ce 
tir aura eu lieu vers le nord ou vers le midi; et, dans les deux cas, 
n disparaîtra de l'équation précédente qui se réduira à 



fÊ/9 — 



b («"^ — 2C« — i) = o. (y) 



4<>*c 

m 

Soit ensuite 9 ^ n , ce que devient la portée lorsque Fou tire sous le 
même angle a, et avec la même vitesse a , dans un autre plan vertical; 
selon que la quantité n sera positive ou négative, elle exprimera 
l'augmentation ou la diminution de la portée, due au mouvement de 
la terre; et si Ton néglige son carré, ainsi que le produit nu, dans Té- 
quation (/), on en déduira 

anu C09 C C08 y ( e — — cv— i ) 



î^<^ («'**''— — 



•a*c' 



Soit aussi « -+- « Tangle sous lequel il faudra tirer dans cet autre plan , 
pour que la portée reste égale à «z^*, de sorte que i soit laugmentation 
positive ou négative de l'angle du tir, due au mouvement de la terre; 
Féquation (ï) donnera immédiatement 



aiscosC cosy / «•' 



flc^ir 



\€^ — C^— 1). 



Le point de chute E appartenant à la branche descendante de la trajec- 
toire, la vitesse-^ y sera négative; ce qui rend positif, d'après la valeur 

trouvée pour js', le dénominateur de Texpression de w, et cette expres- 
sion, de même signe que cosé, tandis que celle de f sera de signe 
contraire. Il s'ensuit que si l'on tire, par exemple dans un plan vertical. 
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uôgent au plan an parallèle, at sous le même atogle u que dans le plan ^ 

du méridien y la portée 4r sera augmentée ou dlminuëe, selon que- ce -^ 

tir aura lieu vers Yest ou vers Y ouest; et pour atteindre à la même por^ ! 

tée , il en résulte aussi qu'il iaudra diminuer Taogle « , quand on tirera \ 

vecs Yest , et Tangmenter, lorsque l'on tirera vers 1 ooe^f • 

L^angle a restant Irinéme /et le tir ayant lieu dans le plan vertical 
qui répond à l'angle AO4? égal à C, si Ton appelle Ç.la valeur de Tor-- 
donnée z correspondante k u=^^y et qu'on ait égard à l'équation (y.) 
et k la valeur de t , on «n conclura 

== ^ \e —cm — i) =— «<w. 

Enfin y soit A la valeur de 9 qui répond à u = ^ , ou la déviation ho- 
rizontale du projectile, mesurée par la perpendiculaire abaissée du point 
£. sur la droite OA j nous aurons 

A=: T^yje — O^ir— il. 



Cette^uantité étant -indépendante de €, et toujours négative, cela mon- 
tre que la déviation dont il s'agit tombera sur le prolongement de 
Taxe OB, c'est-à-dire à droite de l'a^e OA, en regardant du point O vws 
le point Ë* Par conséquent, si Ton fait coïncider successivement la li- 
gne OA, avec les quatre demi-axes des x et^, ou , autrement dit, si 
l'on tire successivement vers Yestj le ikordy Youest et le midi^ les dévia- 
tions horizontales du projectile auront lieu respectivement, vers lejnidi, 
Yesij le nord et l'oi^^f , en conservant une grandeur constante. 

On peut remarquer qu'il existera entre les quantités Ç et A, ce rap- 
port très simple : 

Ç= — Acosfcoty, 

qui ne dépendra que de l'angle^ et de la latitude y du lieu de l'observa- 
tion. 
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(i4}- Appliquop« ces diSéNiite irésukutft»!^ iifkUkciàk. Pear^iefaiy 
supposottâ le cestre C de k cible, placé êm W duMto QA 9 «t Mw^pUa 
pevpeiulicQLaire à cfUe droite ; deofl €6 pUn^ menons pw le poîot G ^ 
deuîK droite» 9 Tane liorizentale, et l'autre veiticak; suppeaMis qoe 
le soldat y qui tire du point O, yise de son mieux twb le point 
C^ et que le fusil soit juste, ou n'ait, par sa oonstructioii , aiieaiie ten- 
danee à abaisser ou élever les coups , ni à les Âdre déyier à droite on à 
gauche. On prendra la distance donnée OC powr la valevr de «r; et ks^ 
quantités a et c étant aussi données, on calculera 1 angle « ui mojen de 
Téquation (/). Or, à raison du mouvenAcnt de la terre, k point O, où 
le centre de la balk atteindra le plan delà ctbk,^ suffisamment étendu, 
s'écartera du point G, et ses coordonnées rapportées aux deux lignes me- 
nées par ce dernier point, ou , plus exactement, leurs valeurs moyennes,, 
déduites d'un très grand nombre d'épreuves, seront les quantités 
Ç et A. 

Gela posé, si Ton mesure à chaque épreuve, les coordonnées deG^ ; 
que l'on regarde comme positives, celles qui tombent , soit au-dessus 
de la ligne horizontale, soit à gauche, par raj^portau soldat, delà ligne 
verticale, et comme négatives , celles qui tombent, soit au-dessous, soit 
k droite ^ et ai 1 o& désigne par m et par /ce , kfi sommes de toutes ces or- 
données verticales et de tontes ces aheeisses horiaoaCales, divisées par \e 
aAmbre toial dea épneuves,^ supposé très grand, on aura, k très peu près 
et. Inès probabkment (^) 

m :^;ï Ç, fit =;= 3i^ 



Quelle que soit la direction du tir, ou la grandeur de l'angle f , la 
viation moyen ne >e aura lieu à la droite du soldat, et convergera very la 
quantité A , négative et indépendante de C. Mais k moyenne m 
variera avec cet angle :^ elle sera nulle , quand on tirera dans le plan du 



(*) Yoyez , sur ce potet , moû Mémoire sur la Probabiiité du Tir à ta Cible, inséré dans le 
n* lY da Mémorial dà f Artillerie. 
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«NfaidiMi^ eU» aMeiadni ma maximum dans \t pfain tâogeiit à erini 
4« pawlléfo^ 0t répottdni à an point G^, sttaë ao^desmis cm attniitsMMiB 
4e la Ugoa knrisontale, neriée par le point G, sekrn qu'on tirera vers 
le^f ou vers V ouest. Si l'on vent que cette moyenne m soit nulle dans 
un plan vertical quelconque, comme dans le méridien, il faudra pour 
cliaque angle Cy augmenter la distance AC, de la quantité n, en 
conservant le même angle «, ou bien augmenter cet angle, de la quan- 
tité f, en conservant la même distance A G. 

Voyons maintenant quelles peuvent être les valeurs numériques de 
<:es déviations Cet A, et s'il sera nécessaire dy avoir égard dans la pra- 
tique. 

Gomme dans le dernier exemple du n^ lo, je prends 434 mètres par 
seconde, pour la vitesse de projection a, et la n>ème valeur de c, ou, ce 
qui en difière très peu, je fais c ;ss: o,oo3 pour la commodité du calcul. 
Je prends aussi 200 mètres pour la distance OG, ou la valeur de ^. Au 
moyen de ces nombres #t de la valeur de gf, Téquation (y) donne 

et=ay5o^ 
On trouve , en même temps, 

X = — 0,0063, Ç=a(o,oo54)cosb, 

en prenant pour y la latitude de Paris. Or, ces déviations ne sont pas 
«ssefls considérables pour influer sensiblement sur la justesse du tir, ni 
même pour qu'on puisse les apprécier dans les moyennes de longues 
séries d'épreuves. 

Dans le vide , on aurait 

et en employant les donn^ précédentes, on en déduirait 

a = 1 7' 56^', A =c — 0,0049^ C = (o,Oo44) COS C ; 



• é 
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! 

quantitës moindres que leurs analogues dans l'air, de sorte ique^ pour 
une même portée et une même vitesse initiale, la résistance du fluide 
augmente Tangle du tir et les déviations du projectile dues au n^ouve- 
ment de la terre. 

(i5). A cause de la petitesse de la fraction n, on peut, quel que soit 
l'angle a, déduire des équations (A), des valeurs très approchées de x,^, 
z. Nous allons en donner les expressions , en nous bornant aux termes 
dépendants de la première puissance de cette fraction , dont on a déjà 
négligé le carré pour parvenir à ces équations. 

En négligeant d'abord tout-à-fait la fraction n, on sera dispensé d a- 
voir égard à la seconde équation (A), et les deux autres se réduiront aux 
équations ordinaires de la Balistique ^ savoir, 

4^11 ds du 

C-T:-r-=0. 



*• ^^ ^ dtdt 
d^% ds ds 



de ^ ^ didi 



^3rÂ-^fir=^- 



on tire de la première^ 



du — «' 

^=:aCOScltf , 



en comptant lare i à partir du point de départ O , et observant qu'on a 



du 



alors -^ = ^ ces ii pour 5 =so. Si Ton fait ensuite 

di Pâ > 
la seconde des équations précédentes deviendra 

dp du 

li di S y 

et d après la valeur de ^', il en résultera 

du a* €9a* «* 



W 
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On aura, e» même temps y 

en sorte que p sera la tangente de 1 angle que la tangente à la trajectoire, 
au point quelconque M et prolongée jusqu'à l'axe des u^ fait avec cet 
axe. Au point O^ onaurà/?=tang a) dans la branche ascendante de cette 
courbe, p sera une quantité positive et décroissante; au point le plus 
baut^ on aura /9 = o ; dans la branche descendante , p se changera en 
une quantité négative et croissante, au point E ou le mobile retombe 
sur la droite OA, si l'on désigne par a! l'angle aigu compris entre EO et 
la tangente à la trajectoire , et par ^ la longueur de EO, on aura 
p^ — tang a! pour ci = 4v : on appelle a et a^, l'angle de tir et Fangle 
de chute, et ^ la portée ; dans le vide on aurait 

o 

L'équation {k) ne contepant^ ni le temps ty ni sa diflférentielle ii!r ,.est 
celle de la trajectoire \ et comme on a 



y^i '^ p^ du=zds y 

si on la multiplie membre à membre par cette autre équation, et 
qu'on intègre ensuite^ on aura 



k étant la constante arbitraire, dont k vateur se déterminera en faisant 
5 = o et /? = tang «, et sera , en conséquence , 

A=:tang«y/i«t-tang^«-4- log (tang a -h^^i -h tang^*) H 



ca* co»^ •■ 



Cette équation (/) fera connattre Favc OM de la trajectoire, en foac- 
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tion de la variable/? qui se rapporte à son extvénitë M. Ea la conbi^ 
nant avec les formules prëcëdentes y et faisant y pour abréger 

.1 

on en déduira y sans diJQiculte , 

<fo.=-^, <&=-^, a, — ^, („) 

équations qui donneront par les quadratires, les valeurs numéri- 
ques des coordonnées de chaque point M ds la trajectoiw , et du 
temps t que le mobile emploiera pour décrire Tare OM. On en dé- 
duit aussi 

» ■ . 

pour la valeur de la vitesse du mobile en ce point M, qui s'exprimera, 
comme on voit , sous forme finie. Au point le plus haut, par exemple, 
oii Fou a jE? = o, on aura 

^ — \/^ 

Le rayon de courbure au point quelconque M s'exprime également em 
fonction de p ; en le désignant par R, on a 



et , par conséquent , 






^ — P*c 



Il en résulte que si Ton appelle /la force centrifuge en ce mime point, 
on aura 
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de sorte qu'an point le pins liant, elle est ëgaleà la gnavitë, ceqnî doit 
être y en effet, puisqne ces denx forces s'y font ëqnilibre , quelle que soit 
la résistance de Pair, qui leur eat perpendiculaire* 
Si nous faisons 

tang« = ev, tSLng a! i=: ^^ , 

et si nous d&ignons par le temps entier du trajet du projectile, au- 
dessus de la droite OA, ou depuis le point O jusqu'au point E, les valeurs 
de ^ et 9 s'obtiendront en intégrant celles de du et dt^ depuis p^=e^ 
jusqu'à p = — A)^ ou , ce qui est la même chose, depuis p = — ûi^ jus- 
qu'à p = â», en changeant les signes des résultats; ce qui donne 



4r] 






Et comme «o paint Ë, oa «.x«=sOy oq «mu, en outre) cette équation 
transcendante : 



IL 



pdp 



o, 



qui servira à déterminer la valeur numel-ique de »', quand celles àee* 
et de ^ seront données. 

Saas la résoudre , on en peut conclure que l'on aura e»' >« , ou que 
Tan^^le de chute surpassera toujours l'angle de tir. Eln effet , j'écris d'a- 
bord cette équation sous la forme 



J p* Jo 



„ p. — ", 



puis je mets — 
ses limites dev 



-p et — «i^ à la place àep et dp dans la seconde intégrale* 
iennent zéro et «'; et il en résulte 

Jo P* — Jo 0»' ('»; 

oh. l'on désigne par Q ce que P devient par le changement de signe de p^ 
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de sorte qu'on ait 



Q-=k^p \/i^f^^\og{p^\/i^p^). 



en observant qu'on a identiquement , 



log( — ^^ \/i'i'p^)^\ùg{p^y/i^p^):=o. 



Or, pour une même valeur àep^ cette quantité Q^ surpasse P*; les élé- 
ments de la seconde intégrale sont donc moindres que ceux de la pre- 
mière; par conséquent 9 pour qu'elles soient égales^ il faut que les 
limites de la première soient moins étendues que celles de la seconde 
ou qu'on ait <^ < û/; ce qu'il s'agissait de prouver. 

Chacune de ces deux intégrales divisée par Cy exprime la plus 
grande hauteur à laquelle le molnle s'élève dans l'air; en sorte que l'on a 

^ cjo P*' 

en désignant par Z cette hauteur maxima. 

(i6). Pour avoir égard maintenant aux seconds membres des équa- 
tions (h)y je désigne^ en général, par la caractéristique ^, placée devant 
une inconnue quelconque, la partie de sa valeur qui dépend de /i. Cela 
étant, il faudra substituer dans leurs premiers membres, les valeurs 

de ^ et ^ que l'on vient d'obtenir, augmentées de ^ ^ et ^ ^ , et j met- 
ire ^^ ^u lieu de ^; mais puisqu'on doit négliger le carré de n, il suf- 
fira d'employer, dans les seconds membres , ces valeurs précédentes de 
^ et ^; et de cette manière, en multipliant ces équations par dt , nous 
aurons 
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cdsJ§ 



22 



^cosecosy, 
-^ sm y gFsm ^ C0S7, 

^COSb cos>. 



On simplifiera ces équations, en faisant 






**5 



♦'y*"", 



*7i 



«/« 



— M 



En les mnltipliant ensuite par e^* y et ayant égard à Téquation (Q de la* 
quelle on tire 



.c« 



aV^ccot«i 



elles deviendront 



Vî 



p, 









5e4 



j^ oo««siny^ p^cos«8inecos>, 
— 22^ oos«ea8^cos>. 

PK«e 



De ces fomrales » jointes au précédentes , on cooclnra 






anco* 



gcwy fpdp 



cP 



/«?. 




/^ 



»wiii|C<o>» f/t^ 



cP 



/**. 



an coê C C08 



C08> 



/f> 



les int^prales étant fsimè 4e manifère qu'elles s'éyanoniaMnt à Torigine 
du mouvement, ou quand pe=s», attendu que les valeurs de $ et ^ 

du numéro précédant, et ^ ;=; ^ ^ ^0, satisfont d^à au> conditions 



8 
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de la vitesse initiale. Quant à l'accroissement de la vitesse même , il se 
déduira de ceux de ses composantes en observant que d'après lexpres- 

sion dé^ da n^ II, on a 

^dt—di^di^d^^di — 7/TT^VTt'^P^dty^ 



d'où Ton conclut 






En intervertissant Tordre des caractéristiques <^et ^, on a 

ttdu dtu j\dv dtv «dit <//« 

Si donc on multiplie les équations précédentes par dt\ que l'on y mette 
pour cette différentielle, la troisième formule (jn)\ et que l'on intègre 
ensuite, on aura 

*• = - ^'w^ A^ /*^' 

jjv ^^^ ^^^ an gin 3k /Y^ /*<jp\ - anainCcos^ /V^E /V^N 

les secondes intégrales s'évanouissant aussi/quand p^=^ûf. 

• ■ > 

De ces trois formules , on déduit cette équation . 

sin € cos > ^ -H cos 6 cos > J^i^ -h cos y^z =« o 



indépendante de n , et qui fait voir qu'au degré d'approximation où 
nous arrêtons, la rotation de la terre n'augmente ni ne diminue la 
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distanoe du prajectilê , pendant tonte la durée de sou mouvement y au 
jplan du parallèle passant par le point O. 

(17). Dans cKaeune de ces mêmes formoies, tes deux intégrales 
successives peuvent être considérées comme das intégrales définies , 
prises depuis m jusqu'à py ou^ si Ton veut, depuis p jusqu'à », afin de 
rendre la variable p croissante et sa différentielle positive, dans^ toqite 
Vétendue des intégraticms. 

Si Ton élend ensuite la seconde intégrale depuis ^^^ — 4/ jusque 
p = a^ dans la première formule, et seulement depuis p ^ o jusqu'à 
p^=sieê dans la troisième , on aura les accroissements de la portée et 
de la hauteur maxima' dus an mouvement de la terre , savoir : 



N %ncoë € toêy P» fdp f^» pdp\ 

frw * sn 006 C 001 y /*• /dp Pm dp \ 



quantités qui s'tévanouiront l'une et l'autre dans le plan du méridien 
où l'on a cos ^ = o. 

De même , si nous faisons , pour abréger, 



ansm 



în y /* • /dp r ^àp\ 
an 008 y /"• /dp r'' P^P \ 

si, de plus, nous désignons par A la déviation totale du projectile, d'un 
côté ou de l'autre de OA^ c'est-!-à-dire la distance du point E.oh il re- 
tombera sur le plan horizontal mené par le point O, à cette ligne 

■ 

OA , nous aurons . 



«t cette dëyiaJtion s'olMeryera à la gauche ou à la droite de l'obseryatenr 

8.. 
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placé on: O, at %09xné Yets OA» a^an cpn» m yakiw mm positive oà 
négative. Le premier terme Y exptiuMrck cette lêkdmtj, quand le tir 
aura lieu dans la direction du parallèle ; et celte quantité ^ d'après 
son eaLprcssion , étant toojorm^ native dans doIn hémî^hère où 
la latitude y ost positive y il a^enauit qm la dénaftion ^^^hxtven alors 
vers le midti cpa vers le nordj selon que Fou tiret» ven Vest ou vera 
Youest: ce sera le contraivo, comme c^ dnt élrs, dans Fatrtre 
hémisphère. Le second terme Y^sinC exprinwra Veatoès, positif ou 
néçatÂf, 4^ la déyiatio») luraqve Yon tircm dans ma autr« plan^ sur la 
déviatioQ^ relative au (^«u vertical taag^m «« paxaUète. 

Au point R9 rwgle de chuta a^^ià/ devxa é€ra t«| que Tou ait 
z-^^z ^^ihf par conséquent, «i Tou met 4/ 4^^' au lien de « da« 
l'expression de r , et que l'on étende , dans celle de Sz , la seconde 
intégrale depuis p ^-^eêl jiU«qu'à f> s» «^^ un aura 

en négligeant la* farré êit Sàify et désignant par P e& que P devieut 
quand on 7 fait p = — t/y on a , d^ailleurs , 

-a/- A*' P* ""J-v P* F» î 

et comme cette dernière intégrale est fendue nulle par la valeur de eJ 
il en résultera 

f^ / anoosCcosy p/. /*• •^ /*•» ^\ 

pour k partie dp Ifungkide ekutei, due au mouvement de la tenre. 

^6»^ si Tun iMt 4/ ««- <[^^^ à la plaee du «^, daw. l'éKppessiun du ft, 
et que Ton n^lige le carré de Sb/ , on en conclura 
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pour la valeur de i6 correspondante à celle de ^^ En comparant ces 
valeurs à Texpression de Y ^^n auva aussi 



r 



Ce sera raecreisMmeDt poskil ou négatif du temps (}ae le mobile em- 
ploiera à aller du point O au point E. 

i8. L'appïtcation de la méthode des^ quadratures atWL intégrales 
doubles que ces diverses formules contiennent, exigerait des calculs 
très pénibles; mais on j suppléera pârr les considérations suivantes qui 
nous conduiront à des valeurs numériques assez approchées pour qu'on 
puisse juger de l'influence du mouvement de la Terre sur celui du 
projectile. 

La plus petite et la plus grande valeur de P rëpondent k pz=aet 

kpz=e/y et sont y'^^~$^ et Fj quelle que soit la variable p, on 
aura donc 



on a d'ailleurs 
et par conséquent 



/--;(^/;4^)=K/:.J)'=i 



-C <» 



• • 



d'où il résultera , abstraction faite du signe y 

En ayant égard à l'expression de 9 ^ on trouvera nareillement 
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> '^'^^f^ , V < nS^acosmêiny, 

Pour des valeurs données de a et a, les tables du tir feront con- 
naître les valeurs de 9 et <9 qui entrent dans ces limites de V^ ainsi que 
langle de chute af etsa, tangente c/ j d'où l'on déduira la valeur de V. 
au moyen de Tëquation 



F- «^^^ + «v/7- 


■+- «' -+- log {et ■+• y/'l -f- et' 


H- «' Vi -f 


. o/' -+- log (<• -H Vl -+- o/*] 



^ Je prendrai pour exemple le tir de la bombe ^ tel qu'il a lieu dans 
les exercices des Pofygones. Le poids et le diamètre du projectile étant 
5i kilogrammes et 37 centimètres, on trouve à peu près 2 5oo mètres 

pour la valeur de - calculée par la formule du û? lo, et rapportée à 

Tétat ordinaire de lair. Sous l'angle de tir de 45^9 1^ vitesse corre»- 

^ pondante à une portée d'environ 1200 mètres , est évaluée par Lombat^ 

à un peu moins de 1 20 mètres , de sorte qu'en prenant toujours le 

mètre et la seconde pouf unités de longueur et de temps , nous ferons 

û) = i , a — 119^54 c = o,ooo4- 

En employant aussi l'angle de chute , la portée et le temps du trajet , 
calculés par le même auteur {*)y nous aurons, en même temps , 

gf == 5o*»8^ « == 1182, ^ = i6,25. 
An moyen de ces données jointes à celles-ci : 

g = 9,8075, y = 48»5o'i4", n = g^ . 



> 



(*) Traité du Mouvement des Projectiles^ p. a3i>. 
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on trouve d'abord 

F = a,9343-, 

et l'on obtient ensuite 

V > 0,9094, V < 1,4374, 

pour les limites de Y qui dépendent de <t9 ; puis 

V > 0,7786, V <i,2253, 
pour celles qui se déduisent de 6. 

On conclut de Fun ou Fautre de ces deux couples de limites, que 
quand on tire vers Vest ou vers Vouesty sous 1 angle de 4^ degrés, et à 
une distance du but d^environ 1200 mètres, la déviation sf droite, due 
au mouvement de la terre , doit être à peu près égale à un mètre ; en 
sorte que pour atteindre le but , il faudrait viser à gauche dans un 
plan qui ferait avec celui du vertical tangent au parallèle, un angle 
d'à peu près trois minutes, dont Farc répond à un 1200' du rayon. 

Si Fon fait y= — i, dans l'expression de ^9, on en déduira 

(rd=(o,oi368)cosC; 

c'est-à-dire que le mouvement de la terre n'influe pas sensiblement 
sur la longueur du temps 9. 

(19). Les élémens de Fintégrale double que renferme Fexpression 
de y n'ayant pas le même signe dans toute Fétendue des intégra- 
tions , on ne peut pas en déterminer des limites , comme nous venons 
de le faire pour Fintégrale conteque dans Y. Mais dans l'exemple 
que nous avons choisi , on a 

A = 5,72715 
et pour cette valeur de h , celle de V peut être réduite en série couver- 



\ 
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gente , ordonnée suivant les puissances descendantes de A: ^ demi ii 
suffira^ dans la question qui nous occupe, de consenrer les deux 
premiers termes. 

En faisant , pour abréger^ 



on aura, de cette manière'. 



f:'¥=7tf:'**^if:^- 



ra^is Qji a identiquement 



i » p» ■ 1^ 






en faisant aosai poor abréger. 



« >/rqp7 4- log <«* -H vr+T»)«*, 

et intégrant par partie, on anra 
donc , à cause de 

il en résultera 

Noas aurons ensuite 
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r-À^nT)-- -ànf'-. (---p') ^-i^ji. (—''•) ?* 



La valeur de V, déduite de l'ëquation (ri), ne différera de ^ que d'une 
quantité de Tordre de petitesse de ^ ; au degré d'approximation où 

nous nous arrêtons y on pourra donc faire c/ :=s €û dans les termes 

de cette équation qui ont A* \/k pour diviseur ; les deux dernières 
intégrales que son second membre renferme , se réduiront alojrs à 
zéro y comme étant composées d'éléments qui sont deux à deux égaux 
et de signes contraires ; et quant à la première , on aura 

ou simplement 

en observant que l'intégrale y * («• — /?*) dp se réduit aussi à zéro^ 
Jorsque Von néglige le carré do »' — ^* On aura donc 

-pour la valeur approchée dé l'intégrale double. 
Dans le €as de ^e = 4^^ et 6^ = i.^ on aura 

h £= x/i -f. l<^ (i H- x/a) = 2,2956, 

■ • 

parce qu'il s'agit d'un logaritlime népérien que l'on doit multiplier 
par 2,3o26 pour le convertir en logarithme ordinaire. En faisant 

9 
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uaige, en outre, de la valeur de k citée plus haut, ou trouvera 



/^(*/;10=''.''579.. 

■ 

Au moyen dB cette valeur et de celles de ti, y, c, g, du numéro 

précédent 9 on trouvera 

V'e= 0,2219; 

ce qui montre que la déviation A ne varie pas beaucoup, lorsque 
le tir a lieu successivement dans différents plans verticaux. On aura, 
en même temps , 

JW = — (0,2219) cosC; 

en sorte que l'influence du mouvement de la terre sur la longueur de 
la portée, ne sera que d'à peu près un double décimètre dans son maxi- 
mum. 

(20). En général, lorsqu'il s'agit d'un projectile dont le poids et le 
diamètre sont considérables , et que l'angle du tir n'est pas très petit , 
ni la vitesse de projection très grande , la constante k est très grande , 
et le mouvement diffère peu de celui qui aurait lieu dans le vide; c'est 
pourquoi , il ne sera pas inutile de considérer le cas où la résistance de 
l'air serait tout-à-fait nulle. 

Faisons donc c=sOj dans les équations (A); elles se changeront en des 
équations linéaires et à coefficients constants que Ton pourrait intégrer 
sous forme finie, par la méthode ordinaire; mais en continuant de 
négliger , comme dans le n^ 1 1 , le carré de n , les valeurs appro-^ 
chées de u, (^, z, qui y satisferont, et qui rempliront les conditions ini- 
tiales du mouvement , seront 

u = ta cma — nt^ (a sin a — i gtjcos C cos>, 

u = — na(^ cos a sin 7 + nt^ (a sin * — ^ gi\ sin € cos y, 

jj ' =» to sin fli — * gff" H- nf^ a cosit cos € cosy. 
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On «lira, «n même temps, 

^== a» — tïgta sin * -t- ^i* , 

/ 

pour le oaraé 4e la ^ifease k nn instamt queloonqlie^- qui lie d^aeiiidra 
pes de n^ Jia degrrf d'appipocimation où nous nous arrétoiùi. . 
£n coneervant tootet 1» Botaftions prtfoëddntes ^ on anni d'abàrd 









abstraction faite de n^ et ensuite ^ en y ayant ^ard^ 



SUIfl* 



i^ == -— . sin ae^ cos € ces 7 9 



i#ir= i^ sinacos^«cos^co$7 — ^-j- sra^«cos£ cos>; 

et si l'on observe q«é kt dëriatioii dëst^pnfo par èl^ n'est autre chose 
que la valeur de y qui répond à z^==^o^oxi aura aussi 



4*w^ .' « ' . 0110 



-j- sin^ « cos ttsin y -h -^ sin ^ « sm C cos>- 

Dans l'exemple du n^ iS^ où Tangle du tir était de 4^^> et la vitesse 
d'à peu près i ao mètres , on trouvera 

0=17,237, 4>==5f457, 

en prenant la seconde et le mètre pour unités j et si l'on compare ces 
valeurs à celles que Lombard a calculées , on voit que la résistance de 
l'air avait diminué le temps du trajet , d'un peu plus d'une seconde, 
et la portée, d'à peu près le cinquième de sa grandeur dans le vide. 
On aurait , en outre , 

^0 =sr (0,014^6) cos C, 
J#9 =3 (o,8o36) cos é, 
A c= — 1,3788 -4- (o,8o36) sin é^ 



• • 
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en sarte que dans le vide comme dans l'air^ ce serait par ladëviation 
horizontale du projectile , que l'influence du raouviement de la terre se 
manifesterait principalement. 

Pour c=o, on a P^== œ ; ce qui rend les deux limites de Y qui dé- 
pendent de P^^égalesàzëroet Fi nfinî, et par conséquent illusoires. Celles 
qui sont indépendantes de c, conviennent paiement au cas du mouve- 
ment dans l'air et à celui du mouvement dans le vide. En y substituant 
les valeurs de ntt et de Q qui conviennent à ce dernier cas, ces deux li- 
mites deviennent égales entre elles , et au premier terme de la valeur, 
précédente de Â, abstraction faite du signe. 



Fautes à 



dans le présent Mémoire 



Page i", ligne 4» ou lieu de i4 noyembre» /iwez 1 3 novembre 

a, ai , ou lieu de neuf quarantièmes , Use» neuf vingtièmes 

7 , if ^^ remontant , on lieu de- un et trois , Usez un et deux. 



MÉMOIRE 

Sup: le moui^ment des Projectiles dans tair^ en ayant égard à 

leiir rotation ; 



I41 à PAcadimia de§ SciencieSi le 5 mars i888« 



. Pour déterminer le^ mouvement d'an corps solide entièrement 
libre 9 on le décompose en deux autres^ l'un de translation pour le- 
quel on prend le mouvement du centre de gravité ^ l'autre de rotation 
autour de ce point, c'est-à-dire, autour d'un axe passant par ce point, 
qui change de direction à chaque instant, soit dans l'intérieur du 
mobile, soit daD3 Tespace, et qu'on appelle pour cette raison, Vaa^e 
instantané de rotation. 

Les inconnues du problème sont alors les trois coordonnées du 
centre de gravité, et trois certains angles qui déterminent, sans au^^ 
cune ambiguité et de la x^anière la plus simple, la situation du mo- 
bile relativement à ce centre ^ d'apris les directions de ses trois aares 
principaux passant par ce même point. Ces trois angles et leurs difFé* 
rentielles par rapport au t^nps, déterminent aussi la direction de 
l'axe instantané, et la grandeur de la vitesse de rotation. Quand on a 
obtenu les expressions des six inconnues en fonctions du temps, le 
problème est complètement résolu ^ on en déduit ensuite , sji l'on veut 
et sans difficulté, les coordonnées d'un point déterminé de la masse 
ou de la surface du mobile, les composantes de sa. vitesse, les équa- 
tions de la courbe qu'il décrit danà l'espace. 

Les trois équations différentielles secondes du mouvement de trans- 
lation se déduisent imnxédiatement du. principe que le centre de-^ 
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gravite se meut à chaque instant ^ comme si toutes les forces appli- 
quées au mobile y étaient transportées parallèlement à leurs directions, 
et que la masse entière de ce corps y fïït concentrée. En même temps 
le corps tourne autour de ce points oomme sfil était fixe y et que les 
forces données , sans addition d'aucune autre , eussent conservé leurs 
points d'application ; mais la formation des équations différentielles 
du mouvement de rotation , a présenté autrefois beaucoup plus de 
difficulté. D'Alembert les a données le premier en 17497 Êuler a 
ensuite obtenu six équations différentielles du premiw ordre , entre 
les trois inconnues angulaires ift les trois coniposantes de la vitesse 
de rotation , et desquelles les trois éc^uations de d'Alembert , résultent 
par ^élimination de ces trois composantes ; Liagrange j dans les Mér 
a^oûrçs de Bwliui et dguas k Mécanique analytique j a déduit ces 
menées équations d'une analyse remanquabie par la symétrie des for-r 
m.ukfs qui résulte de l'emploi de neuf quantités, introduites par la 
transformation dea coordonnée» rectangulaires^ fonctions connues 
des trois angles ckés plus haut, et li^es- entre elles par Fun ou f autre 
dâ àewn systèmes de six équatioo& données; eaffin , dans meti Traité 
de Mécanique^ je suis parvenu, de la manière que je crois la plus 
simple,, aux équations difiërentielles du mouvement de rotatioa, 
sous Lai fonne oi^ Euler les a présentées», et qu^on leur a toujours con^ 
se^vée, ^Ën^ effet, trois de ces sirx équations sont indépendantes des 
forces qui eussent sur le mobile; leur fcnrm^tion est une simple 
questiou de Géométrie , et ce n'est que la formation des^ trois autres , 
qcù soit réelleuent un proMéme de mécanique. Or, j'en ai faâtdé^i^ 
perdre la solution , de ce * théorème facile à démontrer : Itt somme 
des m<«ients pris^ par rapport à un axe principal , passant ou neto par 
le centre de gravité, des quantités de mouvement dont tous les points 
du mobile sont animés- à un instant quelconqu€P , est égale au produit 
de la; vitesse angulaire de rotatien de ce corps autour de ee h>^me 
axe 9 et de son moment d'inertie par rapport à cette droite. iK Faxe 
demeurait parallèle à lui«méme pendant -la durée derin^nf suivant, 
pu formerait immédiatement l'équation du mouvement de rotation 
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qui s'y rajpporte^ en égalant la dtffiirentîelle de ce produit à Taocrois» 
sèment de cette somme de moments pendant cet instant, et rempla^- 
çant cet accroisaement inconnu par une autre quantitë qui liai fût 
équivalente d'après le principe général de Téquilibre des quantités de 
mouvement perdues ; laquelle quantité ^ quand Faae principal pasee 
par le centre de gravité, est réiement du temps multiplie par la 
somme des! moments , par rapport à cette droite , des forces motrices 
données , qui sont appliquées au mobile et qui produisent seules , 
comme on vient de le dire, la rotation autour de ee point. Mais cet 
axe, fixe dans l'intérieur du mobile, changeant continuellement de 
direction dans l'espace , cette varkltion , pendant un instant infini- 
ment petit , introduit dans le premier nombre de Féqisation différen- 
tielle, un terme qui la complète et que Ton^détermine facilement. 
Au lieu d'un corps solide, s'ïï s'agissait d'un* système de forme Ta-^ 
riable, les raisonnements que nous rappelons subsisteraient également; 
mais le moment d'inertie relatif à l'axe principal , varierait pendant 
l'instant que l'on considère , et il en résulterait encore un autre terme 
dans le premier in^nbre de Téquation difiiérentielle. Par cette consi* 
dération que je me borne maintenant à indiquer, on formera pour 
un système quelconque de points matérids, des équations analogues 
à celles du mouvement de rotation d'un corpe^ solide , que Ton com-* 
binera comme celle&-<:i , avec les éqttations du mouvement du centre 
de gravité , et qui s'appliqueront , pai^ exemple , au mouvement de la 
Teri^, en ayant égard à la fluidité d'une partie de sa masse. 

Dans l'état actuel de là science, les équaticms' différentielles des 
mouvements siniultanés de translatioti et de rotation d'un corps en- 
tièrement libre, ne laissent donc rien à désirer, quant à leur forma- 
tion , soins le double rapport de la généralité et de la simplicité. Mais 
il n'en est pas de même en ce qui concerne leur intégration et la so- 
lution des problèmes qui en dépendent. Lorsque la résultante de 
toutes les forces motrices qui agissent sur le mobile, passe constam- 
ment par son centre de gravité , le mouvement de rotation autour de 
ce point est le même que si ces forces n'existaient pas, et que le corps, 
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mis d'abord en mouvement par une ou plusieurs impulsions^ eût 
ensuite ëté abandonne à lui-même. Dans ce cas on parvient à intégrer 
sous forme finie 9 les équations différentielles de ce mouvement, au 
moyen de deux fonctions elliptiques d'espèces différentes. Dans les 
autres cas, les deux mouvements simultanés influent mutuellennent 
Tun sur l'autre j chacune de leurs six équations différentieUes secondes 
renferme à la fois les trois inconnues angulaires et les trois coordon-^ 
nées du centre de gravité; et ce système d'équations ne peut plus 
s'intégrer que par les méthodes d'approximation. C'est de cette ma- 
nière que d'Alembert a résolu le problème de la 'précession des èquU 
noxesy et déterminé les lois véritables de l'inégalité de ce mouve- 
ment, quon appelle la nutation. Le problème de la libration de la 
Lune, analogue à celui de la précession, présentait des difficultés 
spéciales que Lagrang^ a surmontées dans un de ses plus beaux ou- 
vrages, au moyen d'une transformation des inconnues, qui a rendu 
linéaires et à coefficients constants, les équations de la libration vraie 
en latitude, et qui lui a permis den déduire les lois remarquables 
de ce mouvenaent , découvertes autrefois par Dominique Gassini. J'ai 
appliqué cette même transformation à un cas de la précession des 
équinoxes oii la rotation du sphéroïde serait nulle ou très lente; ce 
qui n'est pas le cas de la nature, et ne prés^ite plus alors qu'un 
ex:emple curieux du mouvement d'un corps solide. Le changement 
des inconnues rend encore linéaires les équations différentielles du 
mouvement; mais leurs coefficients n'étant plua constants ^ elles ne 
peuvent plus s'intégrer par la méthode générale, et ce n'est qu'à raison 
d'une circonstance très particulière., qu'elles sont néanmoins intégra-- 
bles sous forme finie, ainsi que je l'ai trouvé dans un précédent Mé^ 
moire (^). Dans celui-ci , je me propose d'appliquer les équations 
différentielles du double mouvement d'un corps solide, à des exemples 
qui n'avaient pas enoore été considérés; et quoique ces nouvelles 
questions soient principalement relatives aux projectiles de l'artillerie. 



(*) Tome 2JV des Mémoires de r Académie, 
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je crois pouvoir espërer que. leur solution intéressera les gëotiiètres, 
sous le rapport du calcul intëgral et sous celui de la mécanique gë- 
iiëk*ale. 

Lorsqu'un corps parfaitement sphérique et homogène, est lance 
sans aucune rotation initiale , dans un air calme, son centre de figure 
ne sort pas du plan vertical de sa projection , abstractioti faite , tou- 
tefois , de la petite déviation due au mouvement de la terre et que 
j'ai considérée dans un autre Mémoire. Tout, eif effet, est semblable 
alors de part et d'autre de ce plan; mais dans la pratique de Tartil- 
lerie, le concours des circonstances qui produit cette similitude n'a 
jamais lieu, et il en résulte des écarts considérables du projectile, à 
droite ou à gauche du plan de projection, qui nuisent à la justesse 
du tir et u'obt pas manqué d'être observés. 

Robins , à qui l'on doit l'invention du pendule balistique j attri- 
bue ces écarts , dans ses Principes dartiUerie^ qu'Euler et Lombard 
ont commentés, à la rotation du projectile qui accompagne, en 
général, son mouvement de translation. Euler pense, au contraire, 
que la rotation tie doit atoir aucune influencé sensible sur ce mOu- 
vement, non plus que' la non-sphéricité parfaite du projectile, et 
(pie les déviations observées sont dues uniquement à ce que , par 
un défaut d'homogénéité de ce corps , le centre de gravité ne coïncide 
pas exactement avec le centre de figure. Lombard, professeur dont 
le nom s'est conservé dans les écoles d'artillerie, partage l'opinion 
de Robins snr Pinfluence de la rotation , sans se prononcer positive- 
ment en ce qui concerne les influences, plus ou moins grandes, de la 
non-sphéricité et dé la non-homogénéité. Ces deux circonstances , et 
la rotation en tant qu'elle donne lieu à un frottement du mobile 
contre Pair quMl traverse, sont effectivement les diverses causes qui 
concourent , indépendamment des agitations de l'air, à produire les 
déviations horizontales du centre de gravité, et à modifier son mouve- 
mttkl projeté sur le plan vertical dans lequel il a été lancé. Mais, 
déterminer k part de chacune de ces causes possibles, et quels sont 
leurs effets respectifs, c'est une questioii qui ne peut être résolue que 



lO 
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par le calcul fonde sur les équations différentielles du double mouve- 
ment de translation et de rotation. 

Pour appliquer ces équations au cas d'un projectile pesant qui se 
meut dans l'air^ j'ai d'abord supp(bsë à ce corps une figure et un double 
mouvement quelconques ^ et j'ai formé les expressions générales de 
leurs seconds membres ^ en considérant la résistance relative à cbaque 
point, de la surface du mobile ^ comme étant composée de deux parties , 
Tune normale et qu'on appelle la résistance du fluide proprement dite , 
l'autre tangente et qui constitue le frottement. A l'égard de la pre- 
mière , qui s'exerce seulement sur la portion antérieure du projec- 
tile, j'ai admis l'hypotbèse ordinaire dans laquelle on prend , pour la 
mesure de œtte force en chaque point y le produit de la densité natu- 
relle du fluide et du carré de la vitesse complète de ce point , dans le 
sens normal à la surface : cette vitesse complète est celle qui i^ésulte 
des deux mouvements simultanés du mobile ^ sa composante normale 
est dirigée du dedans en dehors , dans la portion antérieure de ce 
corps 9 et du dehors en dedans , dans sa portion postérieure; elle 
est nulle en tous les points de leur ligne de séparation ^ qui peut être 
constante ou variable sur la surface. Quant à la seconde , on admet 
comme un résultat de l'expérience , que le frottement d!un liquide 
contre un solide , est indépendant de la pression exercée par le liquide 
sur le solide 9 et proportionnel à la vitesse relative de ces deux corps , 
lorsqu'ils sont l'un et l'autre en mouvement; or, pour étendre cette 
mesure du frottement au cas où le liquide est remplacé par Vair^ j'ai 
supposé qu'elle était, en outre, proportionnelle à la densité de ce fluide 
en chacun des points où il touche le solide; et comme, dans la ques- 
tion du mouvement des projectiles, on fait abstraction de celui que 
le mobile imprime à l'air qu'il traverse, il s'ensuit que le frottement , 
en chaque point de ce corps , est proportionnel , d'une part , à la com- 
posante de la vitesse complète de ce point, tangente à la surface, et 
d'un autre côté, à la densité de l'air qui a lieu en ce même point. 
On peut, d'ailleurs, regarder l'expression de cette densité comme 
étant composée de deux termes , l'un constant et égal à la densité 
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naturelle du fluide, Pautre variable d'un pointa un autre , positif en 
avant du projectile où Fair est condense, négatif en arrière où Tair 
est dilaté. Ce second terme nous est inconnu^ et sa détermination 
serait aussi difficile que celle du mouvement du fluide. Je l'ai supposé 
en un point quelconque de la surface du mobile, proportionnel à la 
densité naturelle du fluide et à la composante normale de la vitesse 
complète de ce point j ce qui était l'hypothèse la plus simple que 
l'on pouvait faire , et qui se présentait le plus naturellement. De cette 
manière, l'expression du frottement de l'air se compose aussi de deux 
termes, dont Tun aurait lien dans Tétat naturel du fluide et Tautre 
provient de ses condensations^ ou dilatations produites par le mou- 
vement de translation du projectile. Chacun de ces deux termes contient 
un coefficient numérique , qui dépend sans doute du degpé de poli du 
mobile , et ne saurait être déterminé que par l'expérience , pour fthaque 
corps en particulier. Dans les très petites oscillations du pendule 
dont les amplitudes successives décroissent en progression géomé-* 
trique (i), c'est le premier ternie du frottement qui produit ce décrois- 
semebt , et le coefficient de ce terme peut j en conséquence, se conclure 
du rapport de cette progression, donné par l'observation. A l'égard du 
coefficient du second terme, il n'a été fait, jusqu'à présent, aucune 
expérience d'où l'on puisse déduire sa valeur. 

Les équations différentielles des deux mouvements simultanés d'un 
projectile de figure quelconque , formées par ces diverses considérations, 
sont beaucoup trop compliquées pour qu'il soit possible d'en obtenir les 
intégrales exactes, ni même pour qu'on puisse en déduire des valeurs 
approchées des inconnues, assez simples pour être de quelque utilité. 
J'en ai donc restreint la généralité > en les appliquant particulièrement 
au cas où le mobile s'écarte très peu de la forme sphérique et de la 
parfaite homogénéité. De plus, afin de connattre les effets respectifs 
des trois causes que Ton vient d'indiquer, le frottement contre l'air 
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sauf 4 xiéunir ensuite ces effets distiiicts , si leun caoaeis ont toutes eu 
Ueu eu même temps. MaÎA li^ Ipogueur d« ce Mémoire m'a forcé de 
recLvpyer à un autre » Tes^^nien de ce. qui cooceroela troisième cause. 
Voici y dV^i^ mai»i^re succincte ^ les résultais du. calcul qui se rappor-* 
tent axix deux piçemièresl 

Qi\a^d UI3L .lM>^l^t .parfaitement sphérique et hoNpogèi^e tourne ea 
{portant de la pièce autour de l'un de ses diamètres ^ ce mouven^ot 
con tique pendant to^te la durée du trajet dans le nsiéme aens et autour 
dç ceni4Kn6 diamètre qui reste aussi constamment parallèle à lui-méuM; 
mai&« à raisoa du frottement de l'air et indàMndamment de la résî^ 



taujce proprement due du; fluide, la vitesse de rotation décroît conuti-* 
nueljl/ement ^n progr^s^fion géométrique pour des intervallea de temps 
égaux^Xa rapidité de ce.décroissement diminue ou augmente 9 selon 
que le produit du dia^jàtre et de Ia densité du projectile augmente ou 
diminue y elle dép^nd^ aij^ du <x>eiBcient du premier lernM dan» 
rexpr.e$$iop du frottements et il résuUe de la valeur de ce nombre , 
déduite, des tr^ petites oscillationa d'un pendule. à boule de platin», 
queja vitesse de rotatju^o^d'u^. boulet de qjuatre, dont la surface aurait 
le même degré 4^ poli que. ce métal 9 décroîtrait à peine d'ua àx%r. 
millième de sa grandeur en tiQC seconder 

Tandis qu^ le mouvement de translation du boulet n'influe pas 
sur la rotaMpn^. cdifi-ci^ au contraire, influe sur la . direction et la 
portée dtt projectile.. La, déviation horizontale qufella produit à droite 
ou à gauche du plan vertical de projection ^ a lieu du môUM coté 
pendaut tout^ la durée dja trajet et est indépendante. de l'anglo^que 
fait ce plfiu.avec le plan vertical de l'aM de. mtatîon. Lorsqiue le 
corps tourne autour d'un^^ajuB vertical ,^ la déviatîon>se.prodait à gauche 
ou à droite du plan de projection , selon que rhémisphère antérieur du 
mobile tourne de gau^she à droite ou de 1 droite à gauche , par» rapporta 
une personne placée dans ce plan et qui regarde la trajectoire; elle 
s'évanouit quand le projectile tourne autour d'un axe horizontal. La 
déviation verticale , c'estrà^rdire, la quantité dontla rotatioa. élève ou 



àlNiîdse le boulet ^ telati'?em^t?Â' la position <{uH aurait à cbaqts^ instant 
s^il ne tournait phs^ coneenre, penâatit toute la diir^ du trajet , un 
rërpport constant avec la déviation horizontale; elle s évanouit, soit 
quand les plans velticaux de k ligne* du tir et de l'axe de rotation 
font un angle droit, soit quand cet axe est vertical ; lorsqu'il es* hori- 
zontal et perpendicttkire au plan de projection , Yetk^ de cette- dévia- 
tion yerticàle est d'élever ou abaisser le projectile , et , en oonsëqnence, 
d'augmenter eu dimiiiuev la portée horizontale, selon que la pi^rtie 
antérieure du mobile tourne da haut vers le bas ou du bas vers le 
haut. Ces résultats se rapportent au cas le plus ordinaire, celui du tir à 
très peu près horizontal; j'ai aussi considéré le cas où le mobile est 
projeté verticalement ^ dans le sens de la pesanteur ou en sens contraire; 
les formules auxquelles je suis, parvenu comprennent toutes les cir^ 
constances du double mouvement du projectile; indépepdamnient du 
coefficient de la résistanceproprenient dite, sur lequel il rei^te encore 
quelque incertitude y elles renferment aussi les coefficients des deux 
termes du frottement; et faute des données nécessaires de rci^servatioo ^ 
elles ne peuvent, par conséquent, être réduites en nombres. Néan- 
moins, d'après la composition de la formule qui exprime la déviation 
horizontale à la distance du canon où le boulet retombe sur le terrain ^ 
on reconnaît façilemeikt que cette déviation ne peut jamais être qu'une 
très petite fraction de la longueur de la portée; en sorte <^e ce n'est 
pas au frottement dé k surface du boulet contre la couche d'air adja- 
cente et d'inégale densité, que sont dues principalement les déviations 
observées , ainsi que Robins^ et Lombard lavaient pensé; 

Pour montrer les effet$ de. la non-sphéricité du projectile, j'ai- 
considéré spécialement le tir de la,. carabine rayée en hélices,, et j'ai 
supposé la balle homogène, niais. un peu aplatie ou allongée dans 
le sens de la direction du tir. Les hélices impriment à la balle^ au 
sortir: de l'arme, une rotation très rapide autour d'un axe qui s'écarte 
très peu de l'axe de figure; le petit angle compris entre ces deux 
axes, provient de ce que le second ne coïncidait pas exactement avec 
l'iaxe des hélices, dans l'intérieur de la carabine. La vitesse de rotation. 
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est en raison inverse de la partie de ce dernier axe , qui répondrait 
à un tour entier des hélices prolongées s'il est nécessaire j et en raison 
directe de la vitesse de .projection : dans une série d'épreuves £siites 
par les officiers d'artillerie y sous la direction de M. le lieutenanti- 
colonel de Poncharra , et dont les résultats ni'ont été communiqués , 
cette longueur daxe était de ÇT^^xiQ^^ la vitesse initiale de 384 mètres 
par seconde, et, en conséquence, la vitesse angulaire de rotation 

s'élevait à g-^ de 36o^, ou à 6f tours et demi dans cette unité de 

temps. Elle demeure constante pendant toute la durée du trajet \ 
mais elle a lieu autour d'un axe qui change continuellement de direc-- 
tion, soit dans Tespace soit dans Fintérieur du mobile. Toutefois, dans 
le tir de la carabine , supposé à peu près horizontal , ce changement 
de l'axe de rotation est peu considérable; l'axe instantané s'écarte 
toujours très peu de l'axe de figure, et celui-ci s'éloigne aussi fort peu 
de la direction du tir, d'où il résulte que c'est par la partie antérieure , 
marquée d'avance , que la balle vient frapper une cible verticale , ainsi 
qu on le sait par une expérience souvent répétée. Les lois des petites 
variations de ces deux axes dépendent du système de quatre équations 
difiérentielles du premier ordre, linéaires, mais dont les coefficients 
ne sont pas constants, ce qui n'empêche pas, cependant, qu'on ne 
parvienne à les intégrer sous forme finie. Elles sont généralement 
assez compliquées , mais elles deviennent très simples , quand ces deux 
axes ont coïncidé exactement , à l'origine du mouvement , ensemble 
et avec la direction initiale du centre de la balle. Dans ce cas par- 
ticulier. Taxe instantané fait dans l'intérieur du mobile, des oscil- 
lations très rapides dont l'amplitude est en raison inverse du carré 
de la vitesse angulaire de rotation , et diminue continuellement pendant 
la durée du trajet ; les déplacements de l'axe de figure sont plus lents : 
quand la balle tourne avec une extrême rapidité, il décrit d'un mou- 
vement qui n'est pas uniforme comme cettje rotation , un cône droit ^ 
dont le sommet est au centre de gravité, l'axe horizontal , et la demi- 
ouverture égale à l'angle du tir. La vitesse de ce mouvement , (onte^ 



DES PROJBCTfLBS DAKS L'AIR. jg 

Choses (Taillears égales, est proportionnelle au degré d'aplatnsement ou 
d'allongement de. la balle : dans les épreuves que je yiens de citer, où 
la plus petite dimension du projectile était moindre que la dimension 
moyenne, d'à peu près un on zième. de celle-ci , le maximum àé cette 
vitesse , qui a lieu quand le mouvement commence , a dû être environ 
moitié de la vitesse de rotation. 

Ces déplacements simultanés des axes de -figure et de rotation, qui 
proviennent de la non-sphéricité du projectile , ont néanmoins , 
quoique fort petits, une influence considérable, sur le mouvement de 
translation ; ce qui est contraire à l'opinion d'Euler, citée plus haut , 
et suffirait pour montrer combien les questions relatives au double 
mouvement des corps solides , sont loin de pouvoir se résoudre sans le 
secours de l'analyse mathématique : on pourra, en effet , comparer 
les raisonnements plus ou moins spécieux d'Euler même , dans ses re- 
marques sur la 46^ proposition du livre de Robins , aux résultats précis 
de lanalyse en cette matière. Le calcul fait voir que dans le tir de la 
carabine rayée en hélices , les déviations horizontale et verticale du 
mouvement de translation , résultantes de la forme de la balle , sont 
de deux sortes qu'il importe de distinguer et qui se trouvent* heu-^ 
reusement séparées dans les formules. Les unes proviennent de ce qu'à 
l'origine du mouvement , l'axe de figure et l'axe de rotation s'écar- 
taient un tant soit peu , par une cause quelconque , de la ligne du 
tir. Ces écarts accidentels ont lieu tantôt dans un sens et tantôt dans 
un autre ; leurs effets se confondent avec ceux qui résultent du degré 
d'adresse, plus ou moins grand, du soldat; ils influent sur la justesse 
du tir à chaque coup j mais ils se balancent dans une longue série 
d'épreuves, et n'influent pas sur les déviations moyennes. Abstraction 
faite de .ces causes variables , la forme allongée ou aplatie de la balle , 
tournant sur ellermême , donne aussi lieu à des déviations, mais dans 
un sens déterminé et qui se reproduisent à tous les coups; c'est à cette 
cause constante que les déviations moyennes doivent être attribuées , 
quand le projectile est homogène et l'air calme, comme on le suppose 
ici. S^n ^etest de diminuer ou d'augmenter la portée, ou, ce qui 
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est Uméoié dMse^ d'âugoie&ter au d6 diminuer, pour une portée 
de iMigueur donnée, l'angle du tir coi-respondâut à des vitesses de pro* 
jection et dé rotation aussi données. L'angle du tir ayant été ealculé 
à priori ^ ou déterminé par rexpérience , il faut ^ pour approcher da- 
Tantage dans une longue série d'^yreuves, de la verticale menée par le 
centre de la cible , tirer sous cet angle en visant un peu à droite ou 
un peu k ganche , selon le sens de la rotation , et k une distance de 
cette ligne calculée d'avance. Dans les ^reuTes citées plus haut, cette 
distance horizontale a eu lieu k la gauche ou ii la droite du soldat , 
selon que la partie supérieure de la balle tournait de gauche à droite 
ou de droite à ^uche , et elle a dû s'élever à quelques millimètres 
seulement pour une portée de a5o mètres; mais elle pourrait être 
moins petite dans d'autres cas. L'équation qui sert à déterminer Tangle 
du tir, fait voir qu'il n'est pas le même , quand la balle est aplatie , 
et loi'squ'elle est allongée ; résultat inàporttnt pour la pratique , qui 
se trouve confirmé par ces mêmes preuves* En eflfet , la moyenne 
d'un très grand tiombre de coups ^ tirés' avec des balles aplaties , ajant 
donné 6si^3o'^ pobr l'angle du tir, k a6o mètres de distance de la cible, 
on a tiré ensuite , k cette même distance et sous ce même angle , avec 
de pareilles balles et avec des balles allongées. Or, avec des balles 
aplaties, Ou a atteint le plan de la cible, de deux mètres de hauteur 
et deux tiers de mètres de largeur , quatre^vingt*sept fois sur cent , et 
avec des balles allongées, seulement quarante^néuf fois; ce qui montre 
que« l'aûgle du tir déterminé pour une Ibrme de la balle ne convient 
pas pour une autre. Il ne fiiudrait pM conclure , en effet , de cette 
expérience, que la balle aplatie fût la plus avantageuse; car si l'on 
tirait, sous l'angle déterminé pour la balle allongée^ avec des balles 
de cette forme et avec des balles aplaties , ce serait , au contraire , 
les premières qui auraient l'avantage. Observons , d'ailleurs , que dans 
notre exemple, l'angle du tir ealculé pour les balles aplaties, est égal 
à Sg'3cl[ ; ce qui ne s'éoarte du résultat de l'expérience , que de 3^ ^ 
différence que l'on peut attribuer, sana scrupule, aux erreurs inévi- 
tables dans ce genre d'^Mervations ^ et aussi ^u degré d'appimiâiAtioii 
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du calcul^ qui suppose que Fou néglige le carre de la fraction, un 
onzième, relative à Taplatissemea t. Enfin, dans cjb même exemple, 
on trouve une seconde et un quart pour la durëe du trajet de 25o 
mètres; ce que je n'ai pas pu vérifier par l'expérience , attendu que 
ce temps n'a pas été observé : toutes choses d'ailleurs égales , ce temps 
ne serait que d'à peu près une seconde , et l'angle du tir de 54^ , si la 
balle était parfaitement ronde ^ valeurs plus petites que pour une 
balle aplatie dans le sens du mouvement , parce que Tair oppose à 
celle-ci une plus grande résistance qu'à la balle ronde , et , par con- 
séquent, ralentit davantage sa vitesse. 



^ I. Equations différentielles du double mouvement de translation 

et de rotation du projectile. j 

(i). En supposant au mobile une forme et des dimensions quel- 
conques, on désignera par la lettre G son centre de gravité, et au 
bout du' temps f, écoulé depuis l'origine du mouvement, on repré- 
sentera par x^y ^ z^ les trois coordonnées rectangulaires de ce point 
G, rapportées à des axes fixes Oj?, Oy^ Oz. Leur origine O sera le 
point de départ de G, et Taxe Oz, vertical et dirigé en sens contraire 
de la pesanteur , ce qui rendra horizontal le plan des x et y. On 
supposera que le plan vertical des x et z, comprenne la direction 
initiale du mouvement de G , et que l'axe Ox soit dirigé du côté de 
ce mouvement; Taxe Oy sera dirigé d'un côté ou de l'autre du plan 
des X et z ; pour fixer les idées, on supposera que ce soit à gauche 
d'une personne placée au point O et tournée vers l'axe Oj: : c'est 
toujours relativement à cette personne que se rapporteront , par. la 
suite , les mots gauche et droite. 

De cette manière, la variable z aura une valeur positive ou néga« 
tive; selon que le centre G se sera élevé ou abaissé par rapport au 
plan horizontal, passant par son point de départ. La variable x sera 
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toujours posiitiveiy à iBoins que la direction ioitiaJe de G 6 écartant 
fort peu de OiC , le poittt Qr ne puifiae passer dW ciâté A lautre de 
cette droite > par Teffet de la résistance d£ i air^ exercée a la surface 
du moibile , et comprenant la résistance proprement dite et le frotte- 
ment eonire ce Auide^ La variable / passera dji positif au a^^if, 
lorsque le centre G, par suite da cette résistance ou de ce frottement, 
passera de gauche à droite du plan fixe des xet z-^et généralement , 
cette troisième coordonnée y sera tràs petite , relativement à ;r ou à z« 
Par la point G, mienons les trois demi^^axes principaux G^^, G^^, 
Gz^y qui se coupent en ce point , «t trois autras droites Gxy Gjr^ Gz, 
parallèles aux axes des x ^ y^ s, et dirigées dans le même sens. Soit 
aussi GL, une des deux parties 9 choisie arbitrairement , de Tinter- 
section du plan mobile de Gx^ et Gy^ j avec le plan horizontal , mené 
par le point G. Au bout du temps i, faisons 

LGx = 4 5 LGar, = ^, jsGjs^ = 9; 

de sorte que 4^ f^^y soient les trois angles variables que Ton a cou* 
tume d'employer pour déterminer à chaque instant les trois drqites 
GoT/i Gy^j Gf,y fixes dans l'intérieur d'un mobile , et rencontrant 
constamment sa surface au« mêmes points. 

Les angles 4 ^t f pourront croître indéfiniment ^ en plus ou en 
moins pendant le mouvement ; mais en 7 supprimant à un instant 
donné les multiples de 36o^ que leurs valeurs renfermeront, nous 
siipposerons quon les réduise à des angles positifs et moindres que 
36o°. L'angle 6 sera positif et pourra seulement s'étendre depuis zéro 
jusqua 180''; qu il soit aigu ou obtus , cet angle 9 pourra être égal à 
l'angle dièdre 1 formé des deux angles plans 4 ^t 9 9 ou bien à son 
supplément, selon que Ton prendra pour G^,, l'une ou Fautre des 
deux parties de la normale au plan de Gx, et Gr^^ ; on supposera que 
ce soit le premier cas qui ait lieu, ce qui déterminera pour toute 
la durée du mouvement, celle de ces deux parties qui sera prise pour 
Gz,. Pendant cette durée , le demi-axe Gz, se trouvera au-dessus ou 
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aondeamua du plan horizontal de Gx et G^y saiTant qpie ^ sera aîgn 
ou obtus. Quant au sens dans lequel lea angles 4 ^ ^ seitwt comp* 
tes, nous conviendrons de porter Tangle 4 ^ partir de CfX y vers le 
prolongement de Gy y ou de gauche à droite, de manière que la 
ligne GL,* à laquelle il abouftit, coïncide, par exemple, avec Gjr, avec 
le prolongement de (^, avec celui de Go:, avec G^, lorsque langle 
4 ^era zéro, 90^, 180^, 270^. Ensuite, nous porterons d abord dans, 
le plan horizontal , langle ^ à partir de GL et vers Ga:'; puis nous 
ferons tourner cet angle autour de son côté GL , en 1 élevant au- 
dessus du plan horizontal , jusqu^à ce que l'angle dièdre , formé de ^ 
et 4> soit devenu égal à 0; la position de la droite G:r^, à laquelle 
aboutit l'angle ç, sera alors déterminée dans le plan incliné: Gx^ 
tombera au-dessus ou au-dessous du plan horizontal , selon qu'on aura 
f < 180^ ou ^ >* 180^, et sur GL pu sur son prolongement dans les 
cas de ^ = o et 9=^ i8o^. Les valeurs initiales et données de 4 ^^ ^ 
détennineront la partie de l'intersection du plan incliné et du plan 
horizontal , que l'ou prendra pour la droite GL pendant toute la 
durée du mouvement, et celui des quatre demi- axes principaux, 
contenus dans le plan incliné, que Ton prendra de même pour Gjr^. 
Nous prendrons ensuite pour G/^, celui de ces quatre demi-axes, qui 
fait avec GL , un angle égal à (p + 90^. En élevant par le point G , 
une normale au plan de Gx^ et G(y^ , la partie de cette droite qui fera 
avec Gjs , l'angle 9 aigu ou obtus, sera le troisième demi-axe Gz^. 

D après ces conventions , les directions des trois deiiii-axes Gx^ , 
Gy^y Gzp seront déterminées à chaque instant sans aucune ambiguité, 
lorsque l'on connaîtra les valeurs de ^, 4» ^9 ^^ fonctions du temps. 
En y joignant les valeurs de a?, ^, z, en fonctions de f , la position du 
mobile sera aussi complètement déterminée. Ces six variables x,j', z, 
9, 4 9 ^9 sont donc les inconnues du problème qui a pour objet de 
connaître le double mouvement dans l'espace, d'un corps solide en- 
tièrement libre; elles dépendent d'un pareil nombre d'équations diffé- 
rentielles du second ordre \ les trois premières se rapportent au mou- 
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vement de translation , et les trois dernières au mouvement de rota-- 
tion autour du centre de gravité. 

(i). A un instant quelconque, les quantités -^^ , -£^ ^, sont les 

trois composantes de la vitesse de translation du projectile; celles de 

sa vitesse de rotation se déduiront des valeurs de ^, ^, ^, et des 

kngles '^y ^y Qy par des formules connues qui sont indépendantes des 
forces appliquées à ce corps. 

Pour obtenir ces formules, il faut d abord rappeler qu'un corps 
solide, retenu par un point fixe^ tourne constamment autour d'un 
axe passant par ce point, qui demeure invariable pendant la durée 
de chaque instant infiniment petit, et change de direction, d'un 
instant à un autre, de sorte qu'on lappelle pour cette raison Vaxe 
instantané de rotation. Les diamètres du mobile, autour duquel ce 
corps tourne successivement , forment dans son intérieur un certain 
cône qui peut avoir une base qjielconque. Pendant la durée de cha- 
que instant infiniment petit, tous les points du corps décrivent des^ 
arcs de cercle dans des plans perpendiculaires à Taxe instantané, . et 
qui ont leurs centres sur cette droite; ces arcs, aussi infiniment 
petits, sont proportionnels à leurs rayons respectifs. Les angles cor-^ 
respondants sont donc les mêmes pour tous les points du corps ; le 
rapport de l'un de ces angles au temps employé à le décrire, s'appelle la 
vitesse angulaire de rotation j ou simplement la vitesse de rotation 
du mobile. Maintenant , si ce corps est entièrement libre. Taxe ins-. 
tantané de rotation , passera continuellement par le centre de gravité; 
mais il ne demeurera plus fixe , et restera seulement parallèle à lui- 
même, pendant la durée de chaque instant. Ainsi, GI étant la direc- 
tion de cet axe au bout du temps t, cette droite sera emportée pendant 
l'instant dt^ parallèlement à elle-même , avec la vitesse du mouve- 
ment de translation du mobile; et pendant ce même instant, ce corps 
tournera autour de GI, comme autour d'un, axe fixe, avec une cer- 
taine vitesse angulaire que je désignerai par co. Cette quantité variera. 
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ay^ie temps, aussi bien qqe chacun des angles lOx^, IQ^/9 ^Oz^y 
bu des angles lOx^ .IQ^9 lOzy qui déteiminentà chaque instant la 
direction du demi-axe OI y soit dans l'intérieur du mobile , soit dans 

Fe^ce. 

Gela posë^ on démontre que toute vitesse de rotation autour d'un 

axe donné, se déconàpose en trois autres vitesses autour dé trois 
axes rectangulaires, suivant les mêmes lois qu'une vitesse de trans^ 
Jation se décompose en trois vitesses de cette autre nature; les di- 
rections des axes remplaçant dans le cas de la rotation, celles des 
vitesses dans le cas de la translation. Si donc on désigne par /?, ^, r, 
les composantes autour des trois axes Gx^y Gjr^^ Gz^, de la vitesse êê 
autour de GI , on aura 



p == ^vcQsIOx^, q = «cosIOjr, , r = cùCOsiOz 



n 



ce qui signifie qu'abstraction faite de la translation du corps pendant 
l'instant dt^ et les quantités p^ q ^ r^ étant déterminées par ces équa- 
tions, si l'on fait d abord décrire à tous les points du mobile, un 
angle pdt autour de Go;^, puis un angle qdt autour de Gy-,, enfin un 
angle /tft autour de Gz^, il se trouvera après ces trois mouvements 
successifs, dans la même position que si tousses points eussent décrit 
un angle adt autour de GI. 

Chacune des trois quantités p ^ q y r j pourra être positive ou né- 
gative , selon que la rotation qui lui correspond aura lieu dans un 
sens ou en sens contraire; pour fixer les idées, on supposera que la 
dernière rsoit positive, lorsque la rotation autour de Gz, se fera de 
Gx^ vers Gr^^j et négative quand cette rotation aura lieu en sens 
contraire , ou de G^, vers Gix^ ; de même, q sera une quantité posi^ 
tive ou négative , suivant que la rotation qui aura lieu autour de Gy^ 
se fera de Gz, vers Gx, , ou en sens contraire ; et p aura aussi le 
signe -)- ou le signe — , selon que la rotation autour de Gjc^ se fera 
de Gy, vers Gz, , ou bien de Gz, vers Gj^. La quantité at sera toujours 
positive, et égale à la racine carrée de p^ -h 7^ h- r^, prise avec le 
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signe + . Ces suppositions sont faites poar que Von puisse passer fa-* 
cilement y par le genre de permutations de lettareâ qne j'ai expliqvië 
dans mon Traité de Mécanique ^)y des fbmniles qui répondent à 
Fun des trois demi-axes Gx^ , G/^ , (^z^ , aux formules analogues qui 
se rapportent à un autre. Le sens de la rotation dn molnle autour de 
l'axe instantané 9 et la partie de cette droite qui sera prise pour le 
demi-axe GI, se trouveront détermines à chaque instant, par les 
signes dep^ Çy r: au bout du temps ty si ces quantités sont toutes 
trois égales et de signes contraires à ce qu^elIes étaient au bout d^un 
autre temps fy le demi-axe se sera changé dans son prolongement, 
d'une époque à Fautre ; le corps tournera donc autour de la même 
droite y à ces deux époques , mais dans les deux sens opposés, c'est-à- 
dire de gauche à droite par exemple, si GI coïncide d'abord avec Gx, 
et ensuite de droite à gauche; et ce changement résultera de celui 
des signes àep yÇ y r, sans que la vitesse cê ait cessé d'être positive* 

Actuellement les formules connues qui lient les vitesses py Çy ^y 
aux trois angles 4^ ?9 ^9 ^^^^ 



p = 


= — sindsin^^ -h cos^^» 


9 " 




r = 


= |-cosfl#. 



(!) 



Elles supposent ces angles, et ces vitesses , comptés comme il a été dit 
dans le numéro précédent et dans celui-c^ , et n'exigent pas que les 
droites rectangulaires Gcr^, Gy, , Gz^y soient les axes principaux du 
mobile , ni que le point G soit son centre de gravité. Les deux 
premières ont des signes contraires à ceux des expressions de /^ et a 
que renferme le n"" 4io de mon Traité de Mécanique; ce qui tient 



C) Tome I*'^ pige 37. 



mn ■ I »| 
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k ce qae lestovmiaâm 4a a^ 879 aupposenl l'ate O^ dixvé au-dessus 
du plau des x .et/^ et l'angle f p^rte au-dessous, tandis qulci nous 
supposons l'un et l'autve AUr-dessus de ce plau ; différence qui a donne 
lieu aux chaugraneats de signes de quatre des neufs quantités dëter* 
minées dans oe n^ 379 ^ savoir, de af'y ll\ c^ cf ^ elt par suite , aux 
changements de signes de ^ et 9* 

(3). Pour former les équations différentielles du double mouve- 
ment de translation et de rotation dn projectile, soient m sa masse et 
mg son poids diminué de celui du volume d'air dont il tient la 
place , de sorte que g exprime la pesanteur dans ce fluide. Désignons 
aussi par X, Y, Z, les sommes des composantes parallèles aux axes 
Ox^ QXf Ozj de toutes les autres forces motrices appliquées au 
mobile ; lesquelles composantes seront des quantités positives ou né- 
gatives , selon qu'elles agiront dans les directions de ces axes ou en 
sens contraire. Le mouvement du centre de gravité étant, comme on 
sait , le même à chaque instant, que si la masse entière du mobile y 
était réunie , et que toutes les forces motrices 7 fussent transportées 
parallèlement à elles-mêmes, on aura 

m^=X, mtZ^Y, m^ « -. mgr + Z, (a) 



pour les trois équations différentielles qui seront aussi celles du mou<- 
vement de translation. 

On démontre également que , pendant l'instant dt , le mouvement 
de rotation autour du centre G est le même que si ce point était fixe 
et que les forces données ne fussent pas changées ; d'où il résulte que 
les trois équations différentielles du mouvement de rotation seront 



cî.-^ 


(B-- 


- k)qp = 


= ^,, 


B?-*- 


(A- 


- C);»r = 


= Y„ 


a4^ 


(C 


-B)/v = 


= x„ 



(3) 



n 
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ea désignant par X,y Y,jZ,j U» sommes des moments de tontes ces 
forces , rapportes aux axes Gjr^ , Gy,, Gx,, et par A, B , G, les mo^ 
ments d'inertie du mobile, relatifs à ces mêmes axes. Dans la somme 
7s^ , les moments sont positifs ou négatifs , selon que les forcés tendent 
à faire tourner, de Gac, vers Gj^, , ou de G^^ vers Gx,, autour de Gr,; 
ils sont de même, ou positifs , ou négatifs dans Y^, selon que lés forces 
tendent à faire tourner autour de Gry^, ou de Gzj vers Gx,, ou de 
Gx, vers Gz, , et dans X,, selon qu'elles tendent à faire tourner, ou de 
Gr, vers Gz,, ou de Gz^ vers Gjr^^ autour de Gx,. On trouvera 
dans mon Traité de Mécanique^ la démonstration de ces équations 
réduite, je crois, à sa forme la plus simple. 

Si l'on élimine p^ q^ r^ entre les équations (i) et (3), on aura 
trois équations différentielles du second ordre, par rapport à 4^ 9? ^^ 
' qu'il faudra joindre aux trois équations (2); mais il vaudra mieux 
conserver les six inconnues pj q y r^ -^y^j S, jointes à x, ^, z, et 
prendre les neuf équations (i), (2) , (3), dont deux du premier ordre 
et trois du second, pour les équations différentielles du problème. 
Leurs intégrales complètes contiendront douze constantes arbitraires, 
que l'on déterminera au moyen des valeurs initiales et données de x, 

r, ^5 4? <P j ^j e' de celles des vitesses J, ^, J^, ^, ^, ^, lors- 

' quelles seront aussi données, ce qu'on supposera effectivement, dans 
la suite de ce Mémoire; si elles ne Tétaient pas, on les déterminerait 
au moyen des six équations connues 

\p = A„ C7 = B,, Br = C;, 

relatives à t=^Of et dans lesquelles A', W , Cl y sont les sommes des 
composantes parallèles aux axes, des x , y,,Zf des percussions initiales, 
et A,, B, , C/, les sommes de leurs moments, rapportes aux axes 

_ • 

Gx/, Cty,i Gz,. 

(4). Occupons-nous maintenant de la détermination des quantités 
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X, ¥9 Z, X^, Y,9 Z^) que renAmnent les ëqaations (2) et (3) , et qui 
proYieadront y dans la qacAtion que nous considërons /de la rësislauce 
et àa frottameiit du fluide dans lequel le projectile est en mouvement. 

Le cas le plus sira^[^e est celui d^un prisme droit , dont tous les 
points dëcriv^ij;^ des lignes parallèles à ses arêtes, et qui tombe verti- 
calement pour fixer les idées. La rësistance proprement dite du fluide 
s'exercera . de bas en haut, sur la base inférieure; elle aura pour 
expression , d^près rhjpotbèse ordinaire et que nous admettrons j le 
produit nbjyV^^ où l'on désigne par Y la vitesse de ce corps, par b 
Taire de sa base, par D la densité naturelle du fluide^ distincte de la 
densité près de cette base, etparn un coefficient numérique et don né. 
Le projectile éprouvera, en outre, sur ses faces latérales, un frottement 
vertical et dirigé de bas en haut ^ que Ton supposera proportionnel 
à la somme de leurs surfaces, à la vitesse Y, à la densité D, et que 
l'on représentera en conséquence par le produit ^cDY, en désignant 
par a cette surface totale et par c une constante donnée. On suppose 
que toutes les faces latérales ont le méme4cgréde poli, dont la quantité 
c pourra dépendre ; si elles étaient inégalement polies , elles pourraient 
éprouver des frottements différents, qui produiraient un mouvement 
de rotation^ de siH'te que, contre l'hypothèse^ tous les points du pro** 
jectile ne décriraient plus des droites parallèles. La constante c devra 
être une vitesse , afin de rendre le produit acDY homogène avec la 
force motrice représentée par nbDV^. En appelant H la hauteur due 
à la .vitesse V, et remplaçant Y' par ag^H dans le produit nbDY*, 
qui devient alors sng^^HD, on voit quil représente effectivement iine 
force .motrice , c'est^-à-^dire , le poids d'un volume de fluide, ayant 
pour base/celle. du prisme, et pour hauteur ^n fois cette hauteur H; 

Lorsque le projectile aura une ou plusieurs faces, qui ne seront ni 
parallèles , ni perpendiculaires à la direction de son mouvement , la 
résistance et le frottement qui auront lieu sur chacune de ces faces, 
dépendront, desi composantes de la vitesse, respectivement perpendi- 
culaire et tangente à cette face- Supposons, par exemple, que le 
mobile soit uo tronc de pyramide régulière, qui ait ses deux bases 



12 
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horizontales et toutes eesi&oes layntUBr^Atement ]poiie34. sôiiposoiis 
aussi y ce qui sera possiUe ^ (|tte tous iefi pwnts» 4e ^Hû^oorps dénûnfot % 
en tombant 9 des droites Tertîoales; «eittoujoum. Y le«r ^vke^ eom^ 
mune , et oonservoDS de même toutes jles autres notations pnéoëdentes. 
La résistance du^ fluide qui a exercera de lias en haut* sur labase^ iolër 
Heure, aura encore nM[)^^ ponr^mletur i cette besenfapmnwera^aoïm^ 
firottement; sur la J>aie supérieure , il nj aura ni résistance, m^fcolte^ 
ment. Quant aux faces latérales, le -résultat sera difieirent , sefeni qjue 
la base inférieure b sera Ja plus.petiteiou la .plus grande, dee- deux; 
bases du projectile. Dans le premit^r cas ^ le seul oit ses faces éprou-t 
veront une résistance normakvœtteforcersur chaque /aceytscpa'^ale 
au produit de. irD:et delfaire de cette face, multiplié par 1« ofn^ 
de k compoGtaute noitmale de la- vitesse,, c'estrà^re,. par! VfcosPif , 
en appelant r>l'angle compris entre la nensiale etla vertkaieu Elle 
se décomposer» «en deux forces , l'une, horisontalej que. IW^niauva 
pas à considérer y. > et * l'autre * verticale qm se j déduira de» ki foroe 
nbnnale , ea la mùlbpliaut par .cosi*^ Les composantes horizontales 
se détruiront mutoellem^at.^ lesn composantes tvertioales siitjeuteroni 
et fermeront une force totale ^. ^ale à noùY^ cos^ f\ qui agira: de biis 
en haut et s'ajoutera, à la force nbDY^: rdiative à la base, ialifeieure.} 
Que cette base ^;Soit la plus petite^ou la.plus^grande^ le frottement 
sur chaque face latérale sera proportionnel , d'une part à la compo- 
sante de la vitesse tangente k cette face, c'est-à-dire à Ysiuf, et 
d'un autre côté à là densité deLair en contact avec cette même faceé 
Cette densité sera inconnue $; nous :1a désignerons par A ou par A^, 
selon que b sera la plus petite.ou laiplus grande des deux based; et 
comme, par l'effet du mouvement du<cocps., l'air se trouvera compris 
me .dans le premier cas et dilaté dans le second, on aura A > D et 
A' < Dl Dbns les . deux cas , . les: composantes horizpntftles du fuMe^ 
mçnt se détruiront mumellemea t. La coniposante verticale sur chaque 
iace, se déduira de >la force tangente en la multipliant * par sin f , et 
il en résultera une force totale^^ dirigée de bas en haut, et égale, 
soit à açAVsin* i, soit à ac A^Vsin* i. Dans ^exemple du prisme, dont 
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les fiiees latérales étaient verticales , on ayait i = 90^ y et Fair en con* 
tact n'étant ni ^xmdensé ni dilaté ^ on dbvait remplacer A on A^ par D^ 
ce qui donnait acDY pour la mesure du frottement. 

Ainsi, dans la chute verticale d'un tronc de pyramide régulière, 
qui a ses deux bases horizontales , la force verticale provenant de la 
résistance proprement dite et 'du frottement , a pour mesure , dans 
les hypothèses que nous adoptons , 

w^DV* -h »4iDV«cosh' -f- /ïcAVsin**, 



lorsque la hase inférieure est la plus petite , et 

nbjyy^ -h acà!Y sîn» i, 



quand elle est la plus grande. Il était bon d'examiner en détail cet 
exemple particulier; actuellement ir s'agira d'étendre ces mesures an 
cas général d'un projectile animé des deux mouvements de transla-- 
tion et de rotation , et ayant une forme quelconque : nous supposerons 
toutefois que sa superficie ne présentff aucune concavité, et ne puisse 
être rencontrée jpar une ligne droite, en plus de deux points. 

(5).^. Pour cela , soient M im point quelconque de cette eurface, et 

jT/yjr^, JE/, seisi trois coordoiroées rapportées aux axes GiT^, G^^, Gje^, 

fixes danâ l'intérieur : du mobile ,' ^ manière que a:^ Tiv^^n ▼^^^i^^ 

d'un point M'a unautrei^ et <Qe varient point avec le* temps t. L'équa- 

rtion -die œtiei sarfrqe sera 

m 

. • î/(j?,jr/j*/)=oî (4) 

i désignant unje fonction donnée. 

• Par lepmnt^M^ mei^uons u&.plan tangent et mie normale à cette 

.;méa;t9 surface-; l'soi^ MN la partie extérieure de cette droite , et dé- 

.^ignons» païf Ay, ^/M;^ x^ .les angles, qu'elle fait , . au bout du temps t^ avec 

des parallèlas aux axes des jt^, y^y z^, menées par le point. M. Nous 

la.. 
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aurons 



<^sA,= i^, «>SA*,=if^, «»^=à|;^ (5) 



en faisant ^ pour abréger ^ 



»'v/(S)- +(!)'+©*. 



et donnant à ce radical le signe nécessaire pour que les formules (5) 
se rapportent à ta normale extérieure MN et non pas à son pro- 
longement dans l'intérieur du mobile. Soient^ en outre ^^ A ^ ^^ y, 
les angles que fait cette normale extérieure avec des parallèles aux 
axes des x^ j'y z, menées par le point M.. Par ce même points me- 
nons dans le plan tangent une droite MT qui soit la projection , sur 
ce plan , de la droite suivant laquelle est dirigée la vitesse complète 
de M 3 résultante du double mouvement de translation et de rota- 
tion du projectile. Cette droite fera avec cette vitesse un angle aigu j 
elle pourra changer, d'un instant à un autre , de position sur le plan 
tangent j au bout du temps t,, nous représenterons par a/, lu^Jy v/, les 
angles qu'elle fait avec des parallèles aux axes des x^ jr^y z^ et par 
A^, f/Jy if y ceux qu'elle fait avec des parallèles aux axes des Xy yy z; 
angles qui pourront être aigus wk obtus, et que nous n'aurons pas 
besoin de connaître, comme on le verra par la suite. Enfin , décom- 
posons la vitesse complète du point M, en deux autres , l'une nor- 
male et l'autre tangente à la surÛM^e du mobile. On désignera la 
première par Y, et on la considérera comme une quantité positive ou 
comme une quantité négative, selon que cette composante se trou- 
vera dirigée suivant MN ou suivant son prolongement, c'est-à-dire, 
selon que la vitesse complète de M fera un angle aigu ou un angle 
obtus , avec la normale extérieure MN. On désignera aussi par V la 
seconde composante , qui sera toujours dirigée suivant MT , et sera 
toujours une quantité positive. C'est dans les directions contraires à 
ces composantes V et V que la résistance proprement dite et le frot- 
tement de l'air s'exerceront au point M j toutefois , la résistan ce nor- 



DES PE9l£Ctn£«£S BAj^ L'AIR. 95 

maie n'aura lien qu'aux points de la surface oit* Y seçâ' positive, «t.^n 
la regardera comme nulle en tout autre point : le frottement s'exercera 
en tous les points, mais avec une intensité différente , toutes choses 
d'ailleurs égales ^ selon le degré de compressiça ou de dilatation de 
l'air en contact avec chaque élément de cette surface. 

Gela posé 9 soit ifrPtAément qui répond .^u poi^nt M, D la densité 
naturelle du fluide , et n un coefficient numérique et donné : sur cet 
élément 9 la résistance liormale aura pour valeur nDT*^ ; et comme 
elle sera dirigée suivant le prolongement de MN , ses ^composantes 
parallèles aux axes des x^y y^^ z^y s'obtiendront en la multipliant 
par — cos A^ , — cos f^^y — cos v, , et ses composantes parallèles aux axes 
des X 9 /, z 9 en la multipliant par — cos A, — cos ytt , — cos v. De plus, 
après avoir formé l'expression complète de Y, Téquation 



t • \ 



jointe à celle de la sur&ce j déterminera une courhe qui divisera cette 
surface en deux parties j telles que la valeur de V sera positive pour 
tous les points de l'oiie et. négative :po«ir tous ceux de Tautre. Nous 
appellerons la première , la parue antérieure du projectile ^ et la se- 
conde^ la partie po^i^r/eun^. Or, par hypothèse , la résistance nor- 
male s'exercera seulement sur la parjtie antérieure \ si donc on désigne 
pw J^fj les intégrales étendues à toute. cette portion de surface, et 
que Ton réserve / pour indiquer les intégrales relatives à la surface 
entière^ on aura 

— nD/V^cosArfr, — nDjy^ cm fulcr j ~ ?iD/;V» cos vi/(r , 

pour les parties de X, Y, Z, qtit provic^nfient de cette résistanjce. 
D'après les signes que l'on doit attribuer (n^ 3 ) aux moments des 
diverses forces , dans les expressions de X^ , Y^ , Z^ , ceux des compo- 
santes parallèles aux axes des x^ jr,j Zp de la résistance normale , agis- 
saut au point M , seront 



9 

/•/iDV' cos A^ >— - X/iiDY^ cos « dr. 
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jmt rapport Â PftM Gjb^ ; 
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x^DV» cos f/h — «^DV" cos A,d<r , 
relativement à Faxe CrJ", , et • 

,par i^pport ^' Vax^ G«^t Par cppsiéqu^nt ^ les parties de Z, , Y, , X^ , 
ipmvenaia 4es r&istBiiiqw iion^e^, seront données par )es formules : 

nD/J ( JT^ cos r, — je; cos A , ) V^dir, 
nD/J (t^cos/u^ — >, cosr^ ) V^dr. 

A l'égard du frottement qui s'exercera sur Pëlëment d<r^ il aura 
pour expression le produit fV'dtrj dans lequel p est une quantité po^ 
sitite, proportionnelle % la densité de Fair en.oontact avec da^ qui 
pourra Varier, en outre, d^an élément à un astre ^ àzraison du d^ré 
de poli de la surface, et'de^|i -avoir ponr £BicteBKS> comme dans 
l'exemple du n* précédent', 'tine densité et une vitaistr^ jifin que fV'dsr 
puisse représenter une force motrice. Cette .fi>roe étant. d'ailleurs di- 
rigée en sens contraire de MT, on obtiendra ses. composantes paral- 
lèles aux axes des X'^ /, Ky en la multipliant par-— cosA^ — Co&f/ y 
— cos/, et ses composantes parallèles aux axes des o^^, y^y z,y en la 
multipliant par — cos / , 7— cos^% — cos / . D'où l'on condut d'abord 

— /pV'cosA^ij, ^fiY^cosfi^âffy — /pV'cos/*, 

pour lesf parties de^X^^ Y9>(&^il|ui;pro:viennentyd1^^lro^em6nt de tous 
les points dtif m^ile côntk*e le» ihaide, et ensnite 

» 

y(j:^cos/ — Zf cos ?^[)fV'd(r , 
y(«, cos/*'^ — 7, cosrJpWtr, 

pour les parties de X,,Y,,'Kf, dues à la même catise. 



DBS PROnUTTiXiM XIÀN0.I.^AIR. g/S 

Les valeurs amifi^èliSc^des.sîiiiquaRtitës X> Y^ Zr» %,j ^sr'^n ^^^^ 
Dues àaa^ les ëqaatioiift (a) et 43) y ;seiont donc- • 

X = — nD/,V* co» A^r — ffy cMX*dÊ-y 

Y ss — wD/yV* CO»/i<ir — /fV'coS^'flftr, 
Z s — «DjT.V» cos rJr — /fV COi /ûfc-, 




(6) Ces formules conviendrout ëgaïement au cas où le fluide dans 
lequel le corps se meut est un liquide incompressible^ et au eas où 
le mouvement a lieu dans un fluide élastique , dans Tair^ par exexnple ^ 
comme nous le supposons dans ce mëmoire. Mais la détermination , 
dans ce dernier cas^ de la densité du fluide près de la surface du pro^ 
jectile^ est un problème que Ton est loin de savoir résoudre. Pour y 
suppléer^ il faudra donc' faire une hypothèse sur cette densité et 
sur l'expriession de p. Or, on peut admettre qu'en chaque point ]|J[ 
de cette surface y la différence entre la densité variable du fluide et 
sa* densité naturelle D ^ ne dépend que de la vitesse normale Y du 
projectile en, ce même points et^qu'il y a compression ou dilatation 
du fluide ). selon qvtie jcettf? vitesse. est positive ou native ^ c'est- 
à-dire^ selon qu'elle es^ dirigée du dedans en dehors y ou du dehoi^s 
en dedans. Gela étant ^ Thypothése la plus simple sera de supposer cette 
différence proportionnelle à V, et de faire y en conséquence ^ 

p = n^D(*-+.T); (8) 



n^ et A 4tant dep ^quantités positives. ^; dont la première sera un 
nombre abstrait , et -1» seconde. aneiivitasse: variable, du point M à • un 
autre 9 avec le degré de p<^i de la sorfiice da. projectile , invariable 
quand la surface sera partout également polie , comme on le supposera 
dans la suite. 

Dans la partie antérieure du mobile , cette expression de p sera 
toujours jpositivej dans la partie postérieure , ^le ^pourra' devenir 
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négative ; an ne devra donc pas Pétendre aux points poar lesquels 
cela arrivera effectivement , et qui seront skoés snr la snrfi^, en- 
deçà de la courbe où Ton aura 

* -f- V = o. ' (9) 

Mais en ces points , le frottement n'aura pas lieu ou sei*a insensible, 
à raison de Fextrême ténuité du fluide, ou d'un vide presque parfait 
qui se fera^ dans le cas d'une très grande vitesse du projectile , entre 
l'air et une partie de la surface^ on pourra donc négliger le frottement 
dans cette portion de surface, et ne pas étendre les intégrales désignées 
par /en -deçà. de la courbe déterminée par les équations (4) et (9), 
de même que les intégrales / ne s'étendent pas en-deçà de la ligne 
qui répond aux équations (4) et (6). 

De cette manière, il ne restera plus qu^à former, pour les substi- 
tuer sous les signes /et /, les expressions générales des vitesses Y et 
T^, et de leurs composantes, soit par rapport aux axes des x , J, z, 
soit par rapport à ceux des jr,, jf^ ^r 

(7). Désig^Dons par i^, (^, u^, les composantes parallèles aux axes 

iixes Ox, Qr, ^^> de la vitesse complète de M^ de sorte que les 

' parties de m, i^, u^, qui proviennent du mouvement de translation, 

soient ^, *^ , ^, pour M comme pour tout autre point du prqjec- 

tile. Les coordonnées de M rapportées aux axes mobiles Gjp,, Gjr^^ Gz„ 
étant X ,^-, , z,, et les composantes autour de ces axes, de la vitesse 
angulaire de rotation , étant p^ q y r, les composantes parallèles à 
ces mêmes axes de la vitesse absolue du point M , qui résulteront de 
la rotation du mobile autour, ée l'axe .instantané 61, seront, comme 
on peut le voir dans mon Traité de Mécanique > 

qz, ~ ry,, rx, — pz,, pjr, — q^,- 



: é 



Parxonsëifuent, nous aurons 
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dx 



pour les valeurs complètes de u ^ i^j iP , dans lesquelles les neuf 
quantités a, é^ etc. , sont les cosinus des angles que font les axes mo- 
biles Gx^ 9 Gy^, Gz^y avec les droites parallèles aux axes fixes des 
^y J'y ^> ^^ menées par le point G; en sorte que l'on ait , au bout du 
temps / quelconque y 



cosjcjGx = 


a y cosjrjGa: = 


= e, 


cos JE .G j: = 


- 7> 


cos x,Gy = 


afy cosy,Gy = 


= es 


cosz^G^ = 


= y, 


cos xjGz = 


J'y cùsjyjGz = 


= e«, 


cos Z/G;c = 


= /. 



Ces neuf cosinus seront des fonctions de < , qui s'exprimeront par des 
formules connues ^ au moyen des trois angles 4» ^9 ^y ^^ seront 
liés entre eux par les six équations 



«• -♦- «'• H 


h «"• 


=s I • 


^ 4- C'* H 


h €"• 


= I y 


7* -+- y* - 


H yv 


= I» 


a£ -f- a'C - 


h «"6" 


= 0, 


>• H- y«' - 


I- y-^ 


= 0, 


«> + cy H 


- €"y . 


=: 0, 



(") 



que Ton pourra ^ si l'on veut^ remplacer par ces six autres^ qui leur 
sont équivalentes y 



«•H- €' -f- y » 


= 1, 


«'• -i_ c'' -h y» = 


= I , 


«"• H_ 6"' -H . /• = 


= I > 


««' -l- c& + 77' = 


= o> 


»v' -h GC -i- yy = 


= 0, 


flf'« ^ g'€ -f. yv = 


= 0. 



(la) 



i3 
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Soient aussi u^j i^^, w^y les composantes de la vitesse complète 
de M , parallèles aux axes Gx^ , Gry^ , Gz, ; nous aurons 



"/ = 


= «M -H «V H 


r «V, 


«'y = 


= Cm -^_ CV H 


h é»w. 


U», = 


= yw 4- y»» - 


h /«'i 



et si Ton fait^ pour abréger y 



fit -^. -f- a -4. -h A -r- = JT 






et que Ton ait égard aux équations (lo) et (i i) ^ on en conclura 



«^ = *'- 


H qi, - 


" fy.y 


V, —f •\ 


r- rr, - 


-/»«/> 


w, = z' H 


y pr,- 


- V-»^/- 



(«4) 



On peut remarquer (jue x^ , y , tf ^ sont les composantes de la vitesse 
du mouvement de translation, parallèles aux axes des x,f j-^y z/y par 
les règles de la composition des vitesses, qui sont les mômes que 
celles de la composition àes forces , on aura réciproquement 

^ = «y 4- g/ -t- ygf^ 



^ = *Vh- 6'/h->V,) (i5) 



pour les composantes de cette même yitesse ^ parallèles aux axes des 

^jï^ ^\ c^ ?^^ ^^ déduit également de la combinaison des équations 
(12) et (i3). 
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QbMTVDiifi au»i qae les axigles A^ ^m, y, et ^^^ fc,^ v^, répondant à 
une même droite MN et à deux systèmes, diffi^rents d^axes MCtm^- 
kires ^ on ismra , d'après une fov^mnle connue ^ 



cosA = acosA, -h £cos/My -4- 7 ces y,, 

COSyU = flt'cOSA, -H C'cOSyU, •+• yCOSfy, ^ (16) 

COS f = rt^'cCSA, H- 6' COS (JL^ H- y^COST,. 



(8). iy«tprès oe 4{ne Teprà»enle&t u^, i^^, a^^ , ainsi ic[iie ><,yi^,^ y^, la 
vitesse norttiale V aura pomr expression 



V =5 tA^<>OSA^ *ih ^^COS^Ay -h Uf/OQBP 



>> 



ou bien, en vertu des équations (14)9 

V = X 'cos A, H- y cos ytt, -H «' COS v, . ^ 
-h (7^,— A7jcosA, + (rx, —pz,)tosfi,'\-(pr, — vx,)cosr, j ^ ' 

et cette formule, jointe aux équations (5)9(13), (16), fera connattre 
la vitesse V et ses composantes Vcos A, , V cos yu^, V cos y^ , ou V cos A , 

V cos yte , V cos f , qu'on devra employer dans les formules (7). 

La vitesse complète du point M ayant été décomposée en deux 
autres Y et Y^ , les sommes des composantes de celles-ci , parallèles 
aux axes fixes, doivent être égales è u^ Vy w\ d'où il résulte 




u = Vcos A 

u ^ Vcos^ -H V'cos/u', I (18) 

w = Vcos f H- 

ce qui fera connaître les composantes V^cos A% V^ cos fi' , V^cos / , de 
V^, au moyen de celles de V et des formules (10), Relativeo^eat aux 
axes mobiles 9' on auva de même 



M, = y cos A, H- y cos a' , \ 

i^, = Vcosfc, + V'cos/u% > (19) 

i4^^ = y cos V^ -+• V^COS / , 3 

r3.« 
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pour déterminer les composantes V^ gos a' , V^ cos /u'^ , V^ cos ?' , au 
moyen de celles de Y et d^ formules (i3) et (i4). 

Après avoir substitué dans les formules (7), les expressions des 
diverses composantes de V et Y^, et avoir fait sortir hors des signes/ 
elffy les quantités ccmimunes à tous les points du mobile, savoir, les 

vitesses ^ , ^, ^f > P9Ç7 ^ 9 ^^ ^^ neuf cosinus a, f , etc. , on aura 

les expressions de X , Y, Z, X^, Y^ , Z^ , qu'il s'agissait d'obtenir. Mais 
leur extrême complication rendra tout-à-fait impossible l'intégration 
générale des. équations du double mouvement de translation et de 
rotation du projectile; et pour parvenir à des résultats utiles, il fau- 
dra se borner à considérer les cas les plus simples, soit relativement 
à la forme de ce corps , soit par rapport à son mouvement de rota^ 
tion. Cest ce que nous ferons dans les paragraphes suivants. 



§ II. Influence^ Ai frottement de Tair sur tes mous^ements de 

translation et de rotation du projectile. 

(9). On supposera que le mobile soit composé dé couches sphéri* 
ques et concentriques , dont chacune a la même densité dans toute 
son étendue, qui pourra varier d'une manière quelconque, d'une 
couche à une autre; ce qui comprend le cas d'une sphère pleine et 
homogène , et celui d'une sphère creuse dont la partie pleine a par- 
tout la même épaisseur. 

Le centre de figure de ce corps sera son centre de gravité G; 
tous ses diamètres étant des axes principaux , on pourra prendre trois 
rayons rectangulaires quelconques, pour les trois demi-axes Gx, , 
Gy-, , Gz, , pourvu qu'ils soient les mêmes , ou qu'ils aboutissent aux 
trois mêmes points de la surface, pendant toute la durée du mou- 
vement. En désignant par Z la longueur du demî-diamètre, on aura,^ 
d'après les équations (5) , 
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— Y, 



COSA, = -j-', COSye«,= ^', COSr, =^; (o) 

et les angles A^, /*/, i-^, seront ceux que fait le rayon GM, aboutis- 
sant au point quelconque M de la surface, avec les demi -axes 
^•^/» ^i* ^*/- 

Ces valeurs de leurs cosinus font disparaître de Tëquation (17), 
les composantes p^q^r^ de la vitesse de rotation , et l'on a simplement 



L'équation (6) devient donc 



•^/^ + .ry + v' = 



elle appartient à un plan passant par le point G \ et comme les 
quantités a^,j^, z' y sont les composantes suivant les axes des x^, y, j ^„ 
de la vitesse du mouvement de translation (n*^ 7) , on en conclut que 
ce plan est perpendiculaire à la direction de cette vitesse. Ainsi , les 
parties antérieure et postérieure du projectile seront les deux hémis- 
phères déterminés par le plan mené par son centre G y perpendiculai- 
rement à la trajectoire de ce point dans l'espace^ en sorte que ce sera 
à l'hémisphère antérieur que devront s'étendre les intégrales indiquées 
par y) dans les formules (7). 

Pour que les autres intégrales que ces formules renferment s'é- 
tendent à la surface entière du projectile, je supposerai que dans sa 
partie postérieure , la vitesse Y ne devienne jamais plus grande que A:, 
abstraction faite du signe. Je supposerai aussi la surface également 
polie dans toute son étendue , afin que le nombre v! et la vitesse k 
soient les mêmes en tous ses points. Après qu'on aura fait sortir hors 
des signes/, les quantités communes à tous les points de la surface et 
variables avec le temps , ces intégrales seront des quantités constantes, 
faciles à calculer et dont plusieurs se réduisent à zéro. Cette constance 



n'aurait pas lieu , si la quantité A: -+- V pouvait devenir zéro : la courbe 
dëtel-CGiinée par Fëquatiôn (9)> $ur la partie postérieure de la surface, 
et d'où dépendent les intégrales f, serait alors un petit cercle per- 
pendiculaire à la direction du miouvement de translation, qui pourrait 
s'approcher ou s'éloigner du centre , selon que la vitesse Y augmente- 
rait ou diminuerait pendant la durée du mouvement j ce qui rendrait 
ces intégrales varia!bles avec le tenfips t à raison de leurs limites , et 
compliquerait beaucoup la question. 

(to). Les valeurs de x:os \, oos |U^, cos 9^, données par les for- 
mules {a) , rendront nuls les coefficients de Y^da sous les signesy], dans 
les trois dernières formules (7); et ces mêmes valeurs, jointes aux 
équations (19) , réduiront ces formules à celles-ci : 







• 


qui deviendront 


* 
■ 




%, ^ niykf{u/r, - 


- u/B,)d(r -+■ nfDf{WjX,^ 





en vertu de l'équation (8) , et en •obseb^vatit qu'<m vient de supposer 
que n' et h sont des constante!^. 

Jy sdbstttue peur u,^ 9^ w^, les formules (i4) 9 «t pour V la for- 
mule {b). Les intégrales/ s'éteadaat , par hypothèse:, k la surface en- 
tière du mobile, qw ^eM celle -d'une &îphàre>, on a éviden^ment 

mû 

fx^ = o, fy-^ =rc o, J^z, dv =0, 
facpr^dv mr o , fz,K/ia cas o , Jjyfi/i(r = o , fx^y/i^v = o , 

fx,f'dff = o, /zX<^ •= o, jy^'dr = o. 
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En dësignaRt à Vordioaire par «v It rapfM»rt de la ciro^ofér^oce avi dia- 
mètre 9 de sorte que la surface de la sphère soit AttI^ y on aura aussi 



de plus les trois intégrales fx^dffy fy^diTy fz^dffy seront égales entre 
elles ; chaeUrBo d'elles sera , par conséqtient ^ égale an tiers àf^ leur 
somme \ et il s^enanÎTra 

De cette manièf e > on trouvera 

« 

É 

d où il résultera finalement 

X, = g— f>, Y, = 5—^, Z, = 3— r. (c) 

Le calcul des valeurs de X ^ Y , Z , est beaucoup plus compliqué y 
et le résultat moins simple. Nous le diviserons en deux parties : Tune 
relative aux termes qui dépendent des intégrales /^ Tautre aux termes 
dépendants des intégrales/) ; et nous commencerons par la première 
de ces deux parties. 



8rr/4 
3 ' 
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(il). En vertu des équations (8) et (i8) y on a d'abord 

/pV'cosAWtr = nfJ){hfudff — kfWcùi?sdr -^fuVda — /VKîOSAdcr) , 
ffV'cosiu'd(r= n'D{kfi^d(r — k/Ycos/uda-h rv^dj — / V-cos/uiir) , 
/pV'cos/^^ = n^D(^ii^€fc — it/VcosydJr ^fwVdar — fY^coSfdcr). 

D'après la valeur de Y et les formules (i6), les quantités Vn:osAi/(r, 
Y^cosfjt^ , Y^cosf dcr y ne referment que des termes «Lont chacun est de 
dimension impaire par rapport kx^y jr,y z^y et dont les intégrales, 
étendues à toute la surface sphérique sont par conséquent nulles; en 
sorte que Fou a 

/V^cosaA- = o, /y *cos fid<r = o, fY^cmfdcr = o. 

En supprimant de même les termes dont les intégrales sont nulles , 
on déduit immédiatement, des formules (lo) et de la surface 4^^de 
la sphère, 

En ayant égard, de plus, à la valeur des intégrales yjr/éilr , fYi^dffy 
fz^dxTy et aux équations (i5) , on trouve aussi 



On obtient de même, sans difficulté. 






fwYdr^ ç- [(e'v-«y)r-t-(«v-y'y)v+(yy-e'v>]. 
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En mettant les formulés (i3) à la place de a/, y, z\ il vient 

[€a/ -. .y = (g^ - -e') ±-^i&' - «o J, 
>y - ^^' = (>€' - «y) I + (y€" - .è/) J, 

«ev - yy = (*v'- y«^o ^ + (»'y - y.) f , 

yy_ e'/« (yc"- cy)* + (yg - €'^)§, 







or , daprès certaines formules dont j'ai £iit nsage dans d' 
moires, on a 



« »= e'y — ^V, €=« y«" — y*', y = ■-.'^'— •"^, 

^:^ €"7 ^ cy, €'= y» — >i^, y». «^'€ — «fi", 
e y >_ C'y , c"= 7*' — y« , /=*€'— *'^; 



«'' 



et au moyen de ces neuf équations (*) , jointes aux ueirf précédentes , 
on aura 



(*) Elles se dëdiùront de celles qui sont dëiBontrées dans le n^" 6 de mon Mémoire sar le 
Mouvement de rotation Jtun corps soKâu (tome XIV des Mémoineê de VAcaâàmie des Sciences) , 
en faisant daift céHet^ei : «tn*, *•»«', c»*% a'=C, y=«r, c'—C, «•«>., *'« •, 






if 
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OÙ l'on a fait , poar abréger , 

P, 

Q, 

R. 

De ces diverses parties des intégrales indiquées par /^ on déduit ^ 
pour leurs valeurs complètes , 

89rn7*D / , dx 





-^'l)i'*(«'î- 


-«"^)vH-(y^- 


-y"^^ 


(J\àx 


-«Sp + («"^- 


- « m) i + (/§- 


4U\ 


(-1- 


-^^p*{^%- 


-e^i-^(.yî- 


-y©- 



/fV'cos^'* = ?î^ ( * f + l«î) , } (rf) 

/fV'c»/ <fo = 5^ ( * J * 1 m). 

(12). Pour déterminer les intégrales indiquées par y] dans les ex- 
pressions de X^ Y, Z, et qui se rapportent à Thémisphère antérieur 
du projectile 9 je mène par le point G troî& demi-axes rectangu- 
laires GH^ GBfy GWy dont le premier soit tangent à la trajectoire de 
ce point et dirigé dans le sens de son mouvement y et dont les deux 
autres se trouvent , par conséquent y dans le plan du grand cercle qui 
termine cet hémisphère. Soit Ç l'angle HGM compris entre GH et le 
rayon GMdu point quelconque M de la surface; soit aussi m l'angle que 
fait la projection de GM sur le plan des deux autres demi-axes avec 
GH^; nous aurons 9 comme on sait^ 

cos HGM = cosÇ, cosH^GM = sin ^ cos w , cos H"GM = sin Çsin w. 

D'après une formule connue^ les cosinus des angles A, /te, v, que fait 
ce même rayon GM avec des parallèles aux axes des x^yyZy menées 
par le point G, pourront s'exprimer ainsi : 



cos A 1= h cosÇ -f- U sin^cosn -H A" sînÇsinwj 
cos/u = A, cosÇ -4- A'isinÇcos^w -H A^',sinÇsinii , 
cos y = AjCOsÇ -+• A'asin^cosu -+- A^'aSinÇsinii , 
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m 

OÙ Ton désigne les cosinus des angles que font ces parallèles , par h , 
A, , Aa , avec GH , par hl , K 9 K 9 avec GH', par A", h",, A] , avec GH". 
Si l'on appelle s Farc de la trajectoire du point G^ compté d'un point 
fixe sur cette courbe ^ et aboutissant à la position de G au bout du 
temps f, les trois premiers cosinus auront pour valeurs 

A— — A— ^ A=-- 

ce qui suppose la différentielle ds positive dans toute Fétendue de la 
trajectoire. Quant aux six autres , ils dépendront de la direction arbi- 
traire de GH^ et GH'^ dans le plan perpendiculaire à la courbe , et 
nous n'aurons pas besoin d'en connaître les valeurs. 

La vitesse du point G ou du mouvement de translation y sera ^ • 

et comme d'après Téquation {b) , et ce que x^ y J^ ^ zf, représentent 
(n"^ . 7) , la composante normale V de la vitesse complète de M ne 
dépend que de ce mouvement y on aura simplement 



ds ^ 



Il en résultera donc 



rY'cosXda = ^ (h ffiùs^t^dtr ■+■ A' /)cos*Ç8mf cosiidij- 

-4- hl'j,oo^Z8Ïnt^ainiid<r\ 

•+■ A'y)cos*ÇsinÇsinii<J<M, 
ry»cosfdff = ^ (h^ffCOS^dff -+- Aiy*,cos»Ç8mÇcosiid(r 

4- A^y)co8»ÇsmÇsin »»</<»■). 

L'ëlëment différentiel <£r de la surface sphërique aura d'ailleurs pour 
expression 

i4-. 
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Pour étendre les Iroîs intégrales /, à toute la surface de Thëmisphère 
antérieur, il faudra les prendre depuis Ç = o et » = o jusqu'à Ç=i^ 
et » = 2'7r; ce qui rendra nulles les deux dernières intégrales conte- 
nues dans chacune des équations précédentes : on aura en outre 

y] cos^ ICjifT^^ fj "^P^ cos^ Çsin l^dl^dn = l7rPy 

m 

et> en ayant éganl àuk wleiirs de A , At , Aj^^ il en ràmltara 

/,¥«eosAdr«-XJ^, 
/V-cos^cfo^i^H,} (e) 

/Vcos vda = î^/*^ ^• 

Ces quantités y multipliées par — nD , sont les composantes de la ré- 
sistance proprement dite du fluide sur un hémisphère : leur résultante 

est dirigée suivant le prolongement de GH , et égale à ^ n^r/'D ^, , 

c'est-à^ire à la moitié de la résistance qui aurait lieu sur le grand 
cercle perpendiculaire à GH, comme on le trouve ordinairement. 

(lo). Au moyen des formules {d) et {e)y les trois premières équa- 
tions (7) d9vieB4roiit 

■ 

On aurait pu simplifier les calculs qui nous ont conduits à ces 
résultats, en faisant usage des permutations tournantes indiquées 
précédemment (n® a) , et les appliquant successivement aux axes des 
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jr^ r, JZ9 6t à C0md€ft4?/5^^9 r^: il aurait m&i d9 oalqulei* directe^ 
ment un aes trois termes ée Tune des quantités P» Q^ B; Iqs deu«: 
autres termes s'en nraient déduits ; et é» même daux des trQÎa quan-- 
tités X^ Y, Z, se seraient aussi déduites delà troisième. 
En eflet^ considérons ces deux lignes de quav^titiés : 

r, py qy 7, «, c, y, *s e', y, *% c', 

Les axes des 0^5 /., x , restant le» méuMS ^ supposons qu« «otu. des 9s ^ , 
JiySi,^ tournent antotur du point G, de manière qu^^îror^ aille prendre 
la place de G^^, G^^ celle de Gts^^ et G;i[^ celle, de ^G^^^ il faudra^ 
d'après le genre de permutations dont il a'agit , changer chacnne des 
quantités de la ligne supérieure dans la quantité correspondante de ]a 
ligne inférieure; et de cette manière, le premier terme de chacune 
des quantités P, Q, R^ se changera dans le troisième, celui-ci dans 
le second^ etlile second dans le premier. 

Considérons de même ces deux autres lignes de quantités : 

z, X, y\ d', «, j, &, e, ff, y, y, y. 

Si Ton suppose que les axes Gx^, Gj^, Gz, , demeurant les mêmes, 
ceux des x, jr^ Zy savoir Oo?, Qf , Oz, tournent autour du point O, 
de telle sorte ^piieCXi; vieo^ ppendra la. place 4» Qr^Qy celle de Oz, 
et Qzi cdle dje O^, il faudra changer chaçime des quantités de la 
lÂgne supériaufe , d»ps la quantité correspondautë de la ligee infé- 
jpieace^.au moyen de queâ P, Q, fi. j deviendront respectivement R , 
Q, P , puis la première des formules (/) se changera dans la troi- 
sième, celle-ci dans la seconde, et cette dernière dans la première. 

(i4)* En vertu des formules (c) , les équations (3) du mouvement 

de rotation, ne dépendront pas idSes inconimes or^ Xj z, relatives au 
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monvement de translation , et le premier mouvemeot sera le m^me 
qne si le second n'existait pas , ou que le centre G fût un point fixe ; 
au contraire y d'après les formules (/) y les Àjuations (2). du mouve-. 
ment de translation renfermeront les angles ^^ ^^ 6^ et les vitesses 
p j q y r^ qui se rapportent à la rotation du mobile; en sorte que ce 
second mouvement influera sur le premier. Cest pourquoi nous nous 
occuperons d'abord de Tintëgration des formules relatives au mou- 
vement de rotation 9 et de la détermination de ce mouvement. 

Les trois moments d'inertie A, B^ G^ du projectile sont ëgaux, 
dans le cas que nous considérons (n"" 9) ; si , de pins , ce corps est une 
couche sphërique^ d'une épaisseur et d'une densité constantes, et 
qu'on représente par IV cette densité , et par / et V les rayons etté^ 
rieur et intérieur de la couche y on aura 

^'^^iP - 1!% 

pour la valeur commune à A, B, G. En faisant donc, pour 
abréger, 

et en mettant les formules {c) â la place de Xy , Y^ , Z, , dans les 
équations (3) l elles deviendront 

dr = — >rdty dq ^=^ — >^dt, dp =: — xpdt. 

La lettre A représentera actuellement une constante positive qui 
doit être une vitesse divisée par une ligne , comme on le voit par son 
expression , et comme il est nécessaire pour l'homogénéité de ces 
équations. En les intégrant et désignant par a, &, c, les constantes 
arbitraires, on aura 

p = ae^^^y q = be'^^ y r = ce'^'^'j 
e étant, à Fordinaire, la base des logarithmes népériens. 
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D après ces valeurs de p^ ^j^ r^ les angles que fait l'ax« instantané 
OI avec les trois rayons Gjt^ j G^, y Gz, , seront constants (n^ a) ; par 
conséquent 9 le projectile tournera uniformément et dans le même sens^ 
autour d'un même diamètre qui sera donné à l'origine du mouvement. 
Si l'on prend Tune de ses parties pour le démi-axe Gz,^ que Ton peut 
choisir arbitrairement ^ on aura prssio et ^ =s o ^ pour t =x£= o ; il en 
résultera a =0 et b:s=sio^ce qui rendra nulles les deux composantes p 
et g pendant toute la durée du tnouvement ^ et la vitesse de rotation t» 
égale à + r 9 selon que la troisième composante t sera positive ou 
négative, c'est-à-dire , selon que le mouvement autour de Gzj, aura 
lieu de Gx^ vers Gj^^ ou de Gjr^ vers Gx, (n^ 2). Cette vitesse <» 
décroîtra en progression géométrique , pour des accroissements égaux 
du temps ty et d'autant plus rapidement que la constante A sera plus 
grande ; sa grandeur initiale et le sens donné du mouvement , feront 
connaître la valeur et le signe de la constante c. 

Dans tout corp» solide^ lorsque l'axe instantané de rotation est fixe 
dans son intérieur y ou constamment formé des mêmes points du 
mobile^cetté droite. demeure aussi constamment parallèle à elle-même 
pendant le mouvement de translation . C'est , en effet , ce que l'on 
peut vérifia en faisant /i=i=:o et q=^Oy dans les deux premières 
équations (i)» Elles dEsviennent alor& 

sinAsinfM^ se cos^, ainticos^fi^ = — sin^^ 



d'oh l'on conclut €^4=3=^0 et €l9s=o: la section du corps qui renferme 
les axes Gx^ et G7; restera donc constamment parallèle à elle-même ^ 
et, conséquemment , Taxe de rotation Gjs,, perpendiculaire à cette 
section , conservera aussi toujours son parallélisme. 

Je fais i^[.=so dans la dernière équation (i), et j'y mets pour r 

_ ■ 

sa valeur. En intégrant ensaite, il vient 



e -M. 



^ — - — I- , 



A 
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d étant la constante arbitraire. Le troisième angle 4 sera donc va- 
riable; mais it tendra de plus en plus à deiFenir coii9lant| et égal 
à c^; yeleur qui! atteindrait rigoureuMiiwnt aa bout d'un temps 
in€ni. Gomme on peut cfaeîsir arbitraireoient le rayon G^r^, auquel 
cet angle répond ^ si Fon suppose que ce soit le rajoa qui coïncidait 
à l'origine du mouveraeot avec ki droite horizontale GL^ à partir de 
fiaquetle on compte Tatigle 4», on aura ^ c= o» pour «=o, d'où il ré- 
sultera c ' == - , et par conséquent , 






à un instant quelconque. 



(i5). On supposera , pour fixer les idées , que la partie de Tinter^ 
section du plan de Go;, et 07^^ avec le plan horizontal mené par le 
point G, qui sera prise pour GL ^ soit Celle qui aboutit k ce qu'on 
appellerait , en astronomie ^ le nttud ascendcutt du pian incliné ^ cfe 
sorte que les points du mobile , après avoir atteint le poiut L^ 
s élèvent ensuite au -dessus du plan horizontal. L'angle couMMit 
4 sera donné dans chaque cas sans ambiguité, si toutefois ie plao 
de Gx^ et Gjr^ n'est pas horizontal ^ <:e qui retirait ^intersection GL 
indéterminée. A l'origine du mouvement, le demi-axe CrT"^ fera un angle 
droit avec GL, puisque k valeur initiale de i^ est sufiposée nulle , et, 
de plus , GiX, tombera dans la partie supérieure du plan incliné (n^ i); 
la rotation aura donc lieu de GL ou Gjt^ vers Gy^p oe qwi nsadua la 
constante c positive. Enfin l'angle constant 9 sera ainsi donué dans 
chaque cas ; il sera obtus ou aigu, selon tfu'à l'origine da mouve- 
ment , l'angle dièdre formé par Tangle droit LG^, et l'angle 4 ? o^ 
LG:r compté vers la dioîle à partir da G^^ surpassera 90^ ou 
sera moindre, ce qui dépendra du sens de la rotation^ Dans le cas 
de l'angle aigu, Gz^ sera la partie de la normale au plan de Grx^ et Gy^ 
qui tombe au-dessus du plan horizontal , et dans le cas de l'angle 
obtus , celle qui tombe au-dessous. 
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Lorsqu'on aura 6=390^^ le corps tournera autour d'un axe horizontal; 
si 9 en outre , cet axe est perpendiculaire au plan Tertical des x et z y 
qui contient la direction de la vitesse initiale du point G ^ il pourra 
arriver que le nœud ascendant L appartienne à la partie anté- 
rieure du mobile^ ou à sa partie postérieure : dans le premier cas^ 
on aura4 = o, et dans le second 4 ^= iBo^. Si la rotation a lieu au- 
tour de la droite Qx , on aura 4 fc= 90® ou 4 = ^7^^^ selon que le 
nœud L appartiendra à l'hémisphère du mobile , situé à droite ou 
situé à gauche du plan de Gx et Gz. Quand le projectile tournera 
autour d'un axe vertical, la droite GL sera indéterminée. Je soppo- 
serai arbitrairement qu'on prenne pour cette droite y origine de 
l'angle 9 , le prolongement de l'axe Gy. Si Ton . veut alors que la 
constante c soit encore positive , ou que le mouvement ait lieu 
de Gx, vers Gy^y il faudra qu en prenant toujours pour Gx,, le rayon qui 
coïncide avec GL, quand t = o , on prenne pour Gr;', celui qui coïn- 
cide à la même époque, soit avec le prolongement de Go:, quand la ro- 
tation de la partie antérieure du mobile aura lieu de gauche à droite, 
soit avec G^ , quand cette partie tournera de droite à gauche : dans le 
premier cas, l'angle dièdre des deux angles LG^/ et hGx sera égal à 180^, 
le demi-axe Gz, coïncidera avec le prolongement de Gz , et Ton aura 
0=r 180^; dans le second cas, cet angle dièdre sera nul^ Gis, coïncidera 
avec Gzy et l'on aura c= o. 

Toutes ces conventions sont conformes à celles qui ont déjà été 
faites dans les n"^ i et 2 , auxquelles nous ajoutons actuellement l'hy- 
pothèse que la droite GL , fixe sur le plan horizontal dans le cas que 
nous considérons, soit dirigée vers le nœud ascendant du plan de Gx, 
et Gjr,, quand ce plan est incliné, et, lorsqu'il est horizontal, les 
conditions nécessaires pour que la constante c et la vitesse r soient 
encore des quantités positives. 

(i5). En faisant p = o et^=:o dans les valeurs de P^ Q, R, du 
n^ 1 1 , elles se réduisent à 

i5 
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Les angles «,Oa;, a,0>^, |{,Oil, doot y , y , /, rept^Mmtent les cdsi- 
ûas, sont évidetnuieAt tnd^pendants de l'ânglè taritble 9; !«■ valeun 
connoés de ees cosinus en fôoctiotts des deat atiglss (onstauts 4 et 9 



sont 



« 

> »= — 6inâsin4, y =- »— sinôcos^» / = cosÔ. 

Je les snbstitae, avec lé Taleur prtfoëdente de r, dans les yalcurs de 
P, Q, R, pois celles-oi dans les formules (/), et ensuite ces for- 
mules, k la place de X» Y» Z, dans les équations (2). La densité du 
ptojeotile étant D% et sa masse m ayant pour valeur 

tn !±^ ^(P ^ f»)iy, 

je fais en outre y pour abréger ^ 

3ll^D f^t^tB _ / 

de aorte que leâ Icfttres /« et >ti^ représentent actuellement Tunité . di-- 
visée pdir des lignes de grandeur donnée. Les équations (2) du mou- 
vement de translation , qu'il s'agit maintenant de considérer ^ se 
changeront en cellefr-ci : 






(S) 






Les premiers termes de leurs seconds membres, c'esfr4-dire, les 
termes indépendants de la vitesse de rotation , représenteront les trois 
composantes de la force accélératrice, due à la résistance totale que 
l'air oppose an mouvement d'une sphère qui aH meut sans tobmer ; 
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laqusU* rémtaiMjf provifnt, $oit de h différence des pressioM que. le 

fluide exerce sur les parties antérieure et postérieure du proieotile , 
emt du frottement de ce même fluide contre la surface spfaénque. La 
réi»i»lt»nte de oea trois forces est tangente à la trajectoire du centre G, 
et dirigée en sma contraire de son mouv^nient ; 9a videur est 

*• . /h ^ 



en sorte (j^u'elle se compose de deux termes ^ dont l'un est propor- 
tionnel au carré de la yitesse^^) et l'autre^ provenant du frottement , 

est simplement proportionnel h la première^ puissance de ^^. Quand. 

Qettj9 Tites^ est très petite ^ ce second terme est prépondérant , et la 

résistance se réduit sensiblement à /ufk -^^ C'est ce qui arrive , par 

exemple ^ dans le cas des très petites oscillations du pendule ^ où la 
vitesse du mobile est au^essous d'un centimètre par seconde j mais 

Itt Qontraire a lieu , quand la vitesse ^ n'est plus très petite j et toutes 

les eiqpériences cpe l'on a faites sur la résistance de Fair^ concourent 
k prouver que c'est alors le second terme qui est insensible par rap- 
port au premier* Toutefois, comme nous avons supposé (n^ 9), que 
la vitesse A surpasse en chaque point de la surfece, la composantse 
normale de la vitesse de ce point , et est conséquemment oampurable 

à la vitesse ^ , il faudra admettre y en même temps , que le facteur fâ' 
est très petit relativement à /te , ce qui exige que le rapport - soit une 

■ 

très p«tite fraction. 

Observons, en outre, que dans le cas des projectiles de Tartillerie, 
dont le mouvement est l'objet spécial de ce mémoire, la vitesse \cl 

est très petite par rapport à ^ : pour une sphère qui aurait un rajon 

l égal à un décimètre , et qui ferait , par exemple , 5o tours sur elle- 
même en une seconde^ la vitesse \ cl serait d'environ 1 5 mètres , et 

t6. . 
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par conséquent encore beaucoup au-dessous de la vitesse de projection 
des balles et des boulets. 

Les équations (g) ne sont point intégrables sous forme finie, du 
moins par les méthodes connues; et même, en ayant égard à la peti- 
tesse des constantes /u! et jcly ce n'est que par des calculs très compli-* 
qués que l'on parviendrait à en déduire des valeurs approchées de x, 
jr, Zy dans le cas général où le mouvement du centre G a lieu suivant 
une direction quelconque. C'est pourquoi je me bornerai à considérer 
successivement les deux cas particuliers où cette direction est à 
très peu près horizontale et à très peu près verticale. 

(x6). Je supposerai donc, en premier lieu, que la composante ver- 
ticale ^ de la vitesse de 6 demeure très petite pendant toute la 

durée du mouvement ; la composante horizontale ^ est nulle , pour 

t=i o, par la supposition que le plan vertical du mouvement initial 
est celui des a: et je j et elle reste aussi constamment très petite , parce 
qu'elle n'est due qu'à la rotation du mobile. Je négligerai, en consé- 

quence, les carrés de J et j, d'où il résultera ji"^ dt* ^^ n^ligerai 
également les . termes des équations (g) , qui ont pour facteurs la vi- 
tesse cLet l'une des comiposantes ^ et -£. Ces équations deviendront, 
de cette manière , 

En intégrant la première , on aura 
a étant la constante arbitraire, qui représentera la valeur initiale et 
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donnée de ^. En intégrant une seconde fois, de Ofianière qu'on ait 
X = o pour < = o, il vient 

équation qui fera jconnaitre la valeur de x en fonction de < , ou réci-* 
proquement. On aura, en même temps, 

dx akft 



dt (^ + ^^0^^**-^ 



Pour intégrer la troisième équation (A) , je fais 



as ^^^ fdx 
dt — * "S* 



En vertu de la première, on en déduira 



^ S = — é? — ; /u^cfein flcos4e--' ^i 



d'après la Yaleai' précédente de -^^ on aura donc 



dt 



^ [(afi -h kfi') c^'** — a^] — i lufclsin 9 cos 4*-" j 



ibc 



et si Fou intègre et que Ton multiplie ensuite par ^^ il en résultera 



'^'^ sin d cos4 (I - e--) f i ^^ 



SA 



I • 



6 étant la constante arbitraire ^ ou la valeur de ^ relative à f = o , 
c'est«-à*dire la tangente de l'angle que fait avec Taxe horizontal Ox, 
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la diiBçtion ioitial^ du point Q , comprise par bypQthè» (o« i) , dans 

le plan vertical des x et z. Cette constante devra élre nne très petite 
fraction • on la supposera positive , c'est-à-dire que l'on supposera le 
projectile lancé au-dessus du plan horizontal passant par son point 
de dëpart : en négligeant son carré^ a sera la vitesse initiale de 6. 
En mettant pour J , sa valeur àào» cette dernière fonuule , et lu-^ 

tégrant ensuite de manière qu'on ait « = o quand t=Oj on aura la 
valeur de z en fonction de /. Cette valeur se composera de trois par- 
ties : les àexqi premières s'x)btiendront immédiatement j la troisième 
se calculera par les règles relativea eux fractions rationnelles, mais 
seulement lorsque le rapport numérique des constantes f*'k et A , ou 
des exposants f*'kt et Ai, sera àonmé. 
On trouvera de même 

| = -^cos«(. -O^. W 

,1 

dix 

en observant que f = o quand f = o. Après avoir mis pour ^ sa va- 
leur, si l'on intègre, de sorte que l'pn ait aussi ^ = « pour ï = o, on 
obtiendra la valeur de^ en fonction de t, c'est-à-dire, la déviation 
horizontale du point G h pn instant quelconque, à gauche ou à 
droite du plan vertical des x etz, selon que la valeur àej^ sera posi- 
tive ou. négative (n° i). 

Elle est , comme on voit, indépendante de l*angle 4 q^e fait Tinter^ 
section GL du plan parallèle au mouvement de rotation et du plan 
horizontal, avec la droite Gx. L'intégrale y(i-«-»'yf «t la constante c 
éuntdes quantités positives , il s'ensuit que cette déviation j sera néga- 
tive ou positive, selon qu«e l'ângie 9 8«ra a^g^ ou obtus; ea «orte qu'elle 
aura lieu dans le même aen^^ pendant toute la durée du mouvement. 
Quand le projectile tournera autour d'un axe horizontal, on aura 
fl = QO" , et la déviation horizontale sera nulle , comme cela doit être 
évidemment. Lorsqu'il tournera autour d'un axe vertical, la déviation 
se fera à gauche ou à droite du plan des « et « , selOQ qu'on aura 
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ft e& x8d^ OU 9 i«: ^ cm bîtb , d'Après ce qa^on â dit plw haut (a"" 14) y 
Béloû que rkëmisphéN anjtérieuf du' projectile tournera da gauche à 
droite ou dans lé Muft oppd6ë< Cast oe que Fou peut auni r^ardér 
tomme âvideut à ption^ 61 Vbn oonsidère que cette dë^iation est due 
à Téxoèft dé la déûàitë de Tàir en avant du j^ojedtile^ sur sa denwitë en 
arrière; e&eès qui doAne Ueu à un plus grand frottement du fluide» 
«outre rhëtnidphère antérieur ^ et à un moindre contt^ lliéaiisphène 
postérieur ! or, sr l'on supposé ces frottements transportés Tun et 
l'autre au point G^ avec leurs iutènsités et dans leurs directions, il 
en résultera une force horizontale qui poussera ce point dans le sens 
du plus grand frottement ou eta âens contraire de ta rotation It laquelle 
il répond , c'est-à-dire vers la gftUéhe , quand lee points de la partie 
antérieure du projectile tourneront de gauche à droite y et vers la 
droite 9 loréquHls tourneront de droite à gauche. 

La déviation verticale du point 6, produite par.îa rotation du 
noLohile, aura pour expression Tintégrale du troisième terme de la 
formule (/) , niultipiié par dt. Elle aura lieu dans le ïnéme Sens pen^ 
dant toute la durée du mouvement y et sera égale à chaque instant , 
au produit de la déviation horizontale et de tangO cos 4* U s'ensuit 
qu'elle s'évanouira , soit quand le corps tournera autour d'un axe 
vertical, et que Fou aura en conséquence 19=6 ou ô=:i8o^, soit quand 
le plan parallèle à la rotation sera perpendiculaire au plan vertical 
des j: et is, ou que l'on aura 4 = 90^ ; et , en effets dans l'un et l'autre 
cas, tout étant semblable autour de la verticale Gz, la rotation ne peut 
ni élever ni abaisser le centre G. Si le projectile tourne autour d'un axe 
horizontal et perpendiculaire au plan des xet Zj la déviation verticale 
sera positive ou négative selon que l'angle 4 s^ra aigu ou obtus, ou 
ce qui revient au même, d'après les conventions du n^ ^4^^^^^^^^ ^ 
points de ifhénikisphère antérieur tourneront du haut vers le bas ou du 
bas vers le haut. Or , cela est encore évident à priori; car si l'on 
transporte au centre Q. les frottements de l'air contre les parties an- 
térieure et postérieure du mobile, l'excès du plus grand frottement 
sur le plus petit poussera ce point dans le sens du plus grand, ou 
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en sens contraire de la rotation à laquelle il répond, et tendra , par 
conséquent, à élever ou à abaisser le point G , selon que les points de 
l'hémisphère antérieur tourneront en s'abaissant ou en s'élevant. 

La ^leur de x en fonction de t^ déterminée par Téquation (i), est 
indépendante de la rotation ; mais cela tient au degré d'approximation 
ou nous nousjsommes arrêtés : pom* connaître l'influence de la vitesse c 
sur cette distance x ^ il faudrait substituer dans le second membre 
de la première équation (^), les formules (/) et (A:) à la place de 

2^ et -^9 ce qui introduirait dans son intégrale, des termes très petits 

par rapport aux valeurs de ^ ®' 5î ' î^* auraient c ou c^ pour fac- 
teur, et dont nous ferons abstraction» 

(17); Dans le mouvement des projectiles de Fartillerie, le temps t 
est toujours très court, du moins depuis l'instant du départ jusqu'à 
celui où le mobile atteint le but, ou retombe sur le terrain. Par cette 
considération ^ on pourra simplifier beaucoup le calcul des coordon- 
nées Xy Y y ^^ dci point G, en développant les exponentielles contenues 
dans les formules du numéro précédent, en séries très convergentes, 
ordonnées suivant les puissances de t. 

De cette manière , nous aurons 

^-xi = I _ A* ^ etc., ef"'^ = I H- fJkt -j- i ^'-AV* -f- etc. ; 
d'où il résultera , à très peu près , 

dx a 



dt i + (d^+V)<' 



dt 



d% -tdx gi dx I ^dx ^ t 1 ' Êi t ^dx 

di = ^Tt — ^Â-;ê^^'^~i^^^smflcos4.f^. 

A caase de la petitesse de //! par rapport à >, on peut, pour plus 
de simplicité, mettre Hyu au lieu de aiu-{- k/uf dans la 'première de 
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ces équations (Q. En intégrant, on aura alors 

• > 



fê o*\ I / X 0^ 



Je multiplie les deux autres équations (/) par dt^ j'j substitue cette 
valeur de t^ et j'inti^re' ensuite; il vient , tout(^ réductions faites , 



f$€lCQ9$ 



jr = — '^^i?-(«'" — f*x — i), 



pour les deux équations de la trajectoire à double courbure du centre 
de gravité G. 

Quand ce point G sera parvenu à la distance x du plan des j^ et z^ 
la quantité retranchée de bx dans la valeur de Zj exprimera la 
hauteur dont il se sera abaissé au-dessous du plan perpendiculaire 
à celui des jk et z^ dans lequel il a été lancé y et dont l'équation est 
z^=^bx. Cet abaissement sera donc augmenté ou diminué par l'eflTet 
de la rotation y selon que le dernier terme de la valeur de z ^ sera néga- 
tif ou positif» Si ce terme est positif, rabaissement total pourra être 
rendu négatif, auquel cas le centre G sera soulevé au-dessus du plan 
dont il s'agit , du moins pendant que le temps t ne sera pas devenu 
assez grand pour que la valeur de z qu'on vient de calculer ne soit 
plus suffisamment approchée. Dans le cas général où le dernier terme 
de cette valeur sera très petit par rapport au second, on déterminera , 
de la manière suivante , Tinfluence de la rotation du projectile 
sur la distance à laquelle il vient retomber sur le terrain , et qu'on 
appelle la portée horizontale. En négligeant le carré de jr , cette dis- 
tance sera la valeur de jc, autre que zéro , qui répond à z=o. Si 
donc on désigne la portée par tm , quand on néglige le dernier terme 
de js, et par 4v + « ^ lorsqu'on j a égard ; si de plus on néglige le carré 
de f , et même sa première puissance dans ce dernier terme, on dé- 

i6 
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duira de la seconde formule (m) y ces deux équations : 



-[* -4('"-- ')] ' - "'"%""' («--^- 0=0. 

La prëhiièrà est Fëquation transcendatité que l'on emploie ordi** 
uairement à la détermination de la portée, dans le cas du tir sous un 
petit angle. Elle n'a qu'une seule racine positive et différente de zéro : 
pour cette racine y le coefficient différentiel de son premier membre y 
c'est-&<<lire le coefficient de § dans la seconde équation, est négatif; d'où 
Fon conclut que la valeur de ey tirée de cette seconde équation, aura un 
signe contraire à celui du produit sin dcos^* Cette valeur atteindra son 
maximum jtoates choses d'ailleurs égales, lorsque le projectile tournera 
autour d'un axe horizontal et perpendiculaire au plan des x et z. Dans 
ce cas, on aura 9 = 90®, et 4 = ^ ^^ 4^= 180^^ selon qu'on suppo*- 
sera que les points de l'hémisphère antérieur tournent du bas vers le 
haut^ ou qu'ils tournent du haut vers le bas; par conséquent, dans 
la première hypothèse, la valeur de i sera négative^ ef la portée se 
trouvera diminuée par la rotation du mobile, tandis que dans la 
seconde supposition , cette valeur sera positive , et la rotation aura 
augmenté la portée : résultats conformes à ce qui a été dit plus haut, 
relativement au sens de la déviation verticale produite par cette cause. 

La déviation horizontale du point G , qui a lieu quand il retombe 
sur le terrain, se déduira de la première formule (m) en j faisant 
a; = rm. Si on la désigne par J", que l'on y mette pour f/ sa valeur 
relative à une sphère pleine ou à /^ = o, et qu'on ait égard à l'équation 
d'où dépend la valeur de ^ar, on aura 

^ ■= w — ' 

en faisant, pour abréger, 

'S (ef^^ — fêfm ^ i) „ 

^ — ..I. ■ .— . n , 
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« 

On voit que. la grandeur de cette dé?ûàtk>n totale est iodiépend/iiite 
du rayon / du projectile. Son signe ^ contraire à celui de cos ô^ 
estconibrme à ce qui a été dit daiie le! rmméxo pwSeédent. 

Jie n'ai pas conoaissaoce que IVm ait fait an«iineei^p^i*ience snr le 
frottement de lair qui psnisse ^WTlr a ^été^vmivm k JK^mbjrç n'j et, 
faute de cette donnée , on ne. pourra pas réduire en nombre cette 
valeur de ^, quoiqu'elle soit présentée sous la forme la plus simple. 

(i8). Je passe maintenant au cas où le projectile est lancé vertica- 
lement, et où son centre G s^écarte très peu de la verticale Ojs, pen* 
dant tout le mouvement. 

En désignant par a la vitesse initiale et donnée du point 6, on 
aura 

' < ^ i . 

<fe dT dx 

ar = ^^ Ti = ^y Tt = ^> ^ =^ o, j = o, X = o, 

pour t = 6; conditions d après lesquelles pu déterminera les six 
constantes arbitraires qui seront contenues dans les intégrales des 

équations (g). Les composantes lumzontales -^ ^t ^ demeureront 

constamment très petites. En négligeant leurs carrés, on aura donc 

■ • 

ds I dz 

Si =^ ± -^j 

et 3^ pour que la difFéreutielle 1/5 soit constamment positive (n^ 12), 
ainsi que dtj on prendra le signe supérieur dans la partie ascendante 
de la trajectoire, où dz est positive, et le signe inférieur dans sa partie 
descendante, on dz est négative. Gela étant, si l'on néglige aussi les 

produits. de la ^ vitesse çl et de lune des composantes s" ^^ ^y ^^ 
éfiialions (g) deviendront 

•3F -+- (,^* ± f*-dt)w = - ér. 

16.. 
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Par le point O y je mène dans le plan des xety^ deux axes rectan-» 
gulaires Ojc^ et O/ y tels que chacun des angles x^Ox et j^Gy soit égal 
à 4? Gt que Ox' coïncide avec la position initiale de GL. En désignant 
par j/ et y les coordonnées horizontales de G, rapportées à ces nou- 
veaux axes, ùous aurons, par les formulés connues, 

j/ = X cos4 — r sin 4 > y == ^^^^ 4 -^ JCÙ8 4- 
Les deux premières équations (n) se changeront en celles-ci : 

^ -*■ (/* ±>'^'-^ = o. 

dans lesquelles l'angle 4 ^ disparu, comme cela devait être, puisque 
la direction initiale du mouvement étant verticale, sa projection ho- 
rizontale Ox serait tout-à-fait arbitraire. En les intégrant et obser- 

vaut qu'on doit avoir "^ "= o et -^ = o quand t es o , il vient 

l'intégrale indiquée étant aussi nulle pour fszso. L'ordonnée j^^ sera 
donc constante ; et comme elle est zéro à Forigine du mouvement , il 
s'ensuit qu'elle le sera pendant toute sa durée et que le centre G de- 
meurera constamment dans le plan vertical des z et x^. CTest eâec- 
tivement ce qui doit avoir lieu ; car l'intersection GL du plan paral- 
lèle à la rotation et du plan horizontal , conservant toujours la même 
direction (n^ 14)9 parallèle à l'axe Oj/, il n'y aurait aucune raison 
pour que la rotation fît dévier le centre G, m d'un côté ni de l'autre , 

du plan des z et x'. L'expression de -^ montre en outre , k raison de 

la quantité ^ contenue sous le signe /, que la vitesse horizontale 

du centre G , dirigée vers le nœud ascendant L de cette intersection 
GL, est continuellement croissante pendant l'élévation du mobile. 



DBS. F&OJflCTILB8 DANS L'AIR. 135 

et conti&aellement décroissante pendant sa chute; ee qaou peat 
encore regarder comme évident à priori ^ du moins lorsque le 
projectile tourne autour d'un axe horizontal , et qu'on a d = 90^. En 
effets d'une part, le plus grand frottement a lieu pendant la première 
période du mouyement, à la partie supérieure du mobile , et pendant 
la seconde, à sa partie inférieure; et, d'un autre côté, cette dernière 
partie tournant oonstamment du noeud ascendant vers le nœud descen* 
dant, il en résulte que la différence des frottements supérieur et inférieur 
doit pousser successivement le centre G dans les deux sens opposés, 
comme nous le trouvons. Quand le mobile tourne autour d'un axe 

vertical , on a d s= o ou dc=: 180^; il s'ensuit -^ ^ o et a/==¥o; ce 

qui doit être évidemment , puisque alors il n'y a aucune raison pour 
que la rotation fasse sortir le centre G, de la verticale O9 autour 
de laquelle tout est parfaitement syrnétrique. 

On pourrait intégrer la troisième équation (n) en conservant dans 
son premier membre, le terme /u'A; mais pour simplifier leç résultats ^ 

je supprimerai ce terme par rapport à +A^2 • ^^ ^^ supprimant aussi 

dans le premier membre de l'équation relative à x^ , nous aurons à 
considérer, dans le numéro suivant, les deux équations : 

3? it /* 3? — ^ Sr . . . 

d'x^ , ds dx i . ^ . ^ ..dm [ \Pj 




(iq). En prenant d'abord le signe supérieur dans la première, 
intégrant et déterminant la constante arbitraire, on trouve 

«V/gÂi = arc(tang = a v/j) — arc (tang = J v/?)i 
d'où l'on tire réciproquement 



diV g 
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et ea mtegra»t une secande foi», de aorte qn'tm ait- se» d poar U^o^ 
il vient 



Mog (cos^ Vg^ H-. a V^Jsin t Vgf^. 



deMgQ( 



pondant à ^ a±: 05 im ania 



Vg/4, = arc(tang = ^V^J), 



et par coAsëquent 






«K/» 



^— - • 



En désignant donc aussi par h^ la plus grande hauteur à hMpielle le 
centre G parviendra^ on la valeur de j^ relative k t^saif^ il en résoltera 



Je prends actuellement le signe inférieur dans la première équa- 
tion (o) , puis j'intègre de manière quon ait f :*= ^ et z = A, quand 

^ = o: il en résulte 

Je représente par t, le temps de la chate; il landra qne cette dernière 
valeur de js se réduise à zéro pour f = /^ -+- f^ j d'après la valeur de h , 
et en passant des logarithmes aux nombres > un aura donc 



f -^ - — ^ - 



y/i -,. Ç =* i(e'''^'''-^a'^', 
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d'où l'on 'tire 

% 

f, v^ = log(« v/j -4- v/^ +7O' 

et , par conséquent ^ 

('' -4. VÇ^ = arc (ung = ^ V^H ^^êC^ v/j^ v/~?)- 

Le temps total <^+'/ de 1 élévation et de la chute successives du 
mobile peut être donné par robservation ; et cela étant ^ cette dernière 
équation servira , si Ton veut, à déterminer la valeur de /uf relative à 
la sphère que Pou aura projetée verticalement, en supposant connue 
la vitesse de projection a. Cette formiile et les précédentes ne dépen-^ 
dent pas de la vitesse de rotation j ce qui tient au degré d'approxima- 
tion où nous nous sommes arrêtés. 

Dé la seconde équation (o) , on déduit 

* • 

rintégrale étant prise de manière qu elle s'évanouisse avec t. 
Pour des valeurs de t moindres que <% on prendra les signes supé-^ 

rieurs dans cette formule, et l'on y substituera les expressions de ^ 

et des exponentielles e^ et e^, qui se rapportent à l'élévation du 
mobile. L'intégration indiquée s'effectuera par les règles ordinaires; 
mais Pëxpression de dx^ qui en résultera ne pourra s'intégrer pour en 
déduire la valeur de a/ , que par la réduction en série, ou par la mé- 
thode des quadratures. De même, pouî* des valeurs de t plus grandes 
que f , on prendra dans la formule précédente les signes inférieurs ; 

après y avoir mis pour^, e^'^ ^""^j leurs expressions relatives à la 

chute du projectile , on eflEectuera immédiatement l'intégration indi- 
quée^ et ensuite , de l'expression de da/ , on déduira la valeur de a/ , 
par la réduction em série ou par les quadratures. On pourra ainsi caW 



laS ^UBi LE MOUVBMKNT 

culer, par exemple^ la déviation totale du point G, qui aura lieu à 
partir de la verticale Ojs et dans le plan de cette ligne et de la droite 
GL , lorsque le mobile retombera sur le terrain ; déviation qui s'ob- 
servera du coté du nœud ascendant L, quand sa valeur sera positive, 
et du côté du nœud descendant y quand elle sera négative. 



§ in . Influence de la non-sphéricité du projectile , $wr son double 

mouvement de rotation et de translation. 

(lo). Quand le projectile n'est point un corps composé de couches 
spbériqu^ et concentriques y dont chacun.e a la même densité dans 
toute son étendue, il faut supposer qu'il s'en écarte très peu, afin de 
pouvoir intégrer les équations de son double mouvement par approxi- 
mation. Dans cette hypothèse, qui convient eflfectivement aux projectiles 
de l'artillerie, la solu,tion di) problèiiie exigçra encore une analyse 
fort compliquée que je vais exposer avec tous les développements 
nécessaires et aussi simplement qu'il sera possible. 

Pour un corps de cette forme, Finfluence du frottement sur ses 
deux mouvements sera à très peu près la même que s'il était tout-^- 
fait sphérique; et cette influence ayant été déterminée dans le para* 
graphe précédent, on en fera maintenant abstraction, et l'on aura 
seulement égard a la pesanteur et à la résistance proprement dite du 
fluide, normale en chaque point de la surface du mobile. Lorsque 
l'on aura calculé , par exemple , les déviations horizontale et verticale 
du centre de gravité, qui seront dues soit à la non-sphéricité , soit 
à la noui-homogénéité du mobile, on y joindra celles qui se rapportent 
^ un co^ps sphérique et qui proviennent du frottement de l'air. Si 
rpn veut, on y ajoutera aussi les déviations correspondantes à la 
rotation de la Terre, que j'ai considérées dans un autre Mémoire, et 
même celles qui pourraient être produites par le vent dans un air 
qui ne serait pas en repos': les sommes des déviations partielles du 



m 




m 


df^ 


m 


d^z 
di^ 
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centre G , daes à ces diverses causes isolement ^ exprimeront à fort 
pea près ses déviations totales y résultantes du concours de ces mêmes 
causes. 

Gela posé , je supprime dans les formules (7) , la partie correspon- 
dante au frottement de l'air; puis je les substitue dans les équations 
(a) et (3) qui deviennent 

= — nD/)V* cos Ad!j , 
= — nD/,V^cos/t6i/(r, 

= — nDf y -"cos fdtr y ) (A) 

A«/j9 -h (C — B) rqdt = nDf^(z, cos ^, — //C^ VVtr , 
Bdg -i- (A — Cyprdt = nJ)f,(a:, cost, — a, cos X^Y^da , 
Cdr -H (ÎB — A) qpdt = nD/) (j^^ cos A, — ar,cos /*,) V^ , 

où Fou devra se rappeler que les intégrales indiquées par f^ ne 
s'étendent qu'à la partie antérieure du projectile, dont le contour est 
déterminé sur sa surface, par l'équation (6) ou V==o. 

Les valeurs de cos A^, cos^^, cos v^j seront toujours déterminées par 
les formules (5) qu'il s'agira d appliquer à la surface particulière du 
projectile , et d'où l'on déduira ensuite , au moyen des formules (16) 
et (17), les expresisiotas des quantités Y, cos A, cos^, cosv, relatives 
à un point quelconque M de cette surface. 

(!2i). Désignons par p le rayon vecteur GM de ce point, et par A^, 
fjj j /, les cosinus des angles qu'il fait avec les axes Gx,, G^, , Gz,, 
de sorte qu'on ait 

pour les coordonnées de M , et en outre 

A'2 ^ fjj* + /•=!. 

De Féquation (4) de la surface , on tirera une valeur de p que l'on 
pourra représenter par 

p = /(l -4- II/)} 



l3o sua LA MOI#VBMBNl* 

/ étant .le rayon .d'une (fdiÀre ^gnivateate «a Yoluœe àceluiidu prcH 
jectile , u désignant j)ne< onction. idonnëei âo ?i' f.^u! ^V ^ût^ ane cons^ 
tante qui sera une très petite fraction. On aura réciproquement 



f^vx:+f] + z% A'=î^, ^'=.-r., /=î.j 



et Ton devra prendre 



A^n ^.^ ^/) = P — K^ -+- '^)y 



pour la fonction / qu'il faudra substituer dans les équations i(â). 

Dans tous les calculs suivants, nçtis négligerons le carré de 6^ 
mais après avoir déterminé ks valeurs approchées des inconnues, en 
ayant seulement ^ard à' la première puissance de cette fraction, on 
pourra, si Ton veut, tenir compte successivement de son carné, de son 
cube, etc., par la méthode connue des approximations successives, 
dont l'application ne présentera plus d'autre .difficulté que la longueur 
des calculs: Tapproximation à laquelle nous nous bornerons, suffira 
pour rendre raison de toutes les circonstances que présenteront les 
deux mouvements du projectile , et . pour apprécier l'influence de sa 
figure et de sa rotation sur la justesse du tir. 

D'après la forme de la fonction f^ on aura 

j^ ^ _hiL ^Idti/ ^u^ ^'^^ ^h^ ^ 






Je mets pour p, x^, jr,^ z^y leurs vaknrs dans ces formules, et 
seulement / à la place de p dans les termes qui tmt t pour 'fiœteor ; il 
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en réssbe 



dXf 
djTf 

El 

dzf 



h' - 


-•^^-•>'?> 


f^- 


du , l%0 


• - 


-<^ + "'«. 



(B) 



en faisant, pour abréger, 



^ I du ^ I du X i du V. 

et puisqu'on néglige te carré! de «, if s'ensuivra 

y dx\ ^ dy» ^ ds' * ' 

par conséquent, en vertu des formules (5),; ces. valeurs, de ^, £•> J:, 

seront celles de CMJ^/, <Ktô/M>> coftr,. ElleB.diiSèttetitvès'pMr de A^, /u.% 
y'; ce qui doit étre^ ea effets parice qae la normale «aa point. M s'ë^ 
carte fort peu du prolongement du rayon GM. 
De ces T8le«r5 , on déduit 

«,cos^,— jK,cosv= ^{fJ^^—^^y 
jr,cos^-~^,eo8A, « /,(/^._aV^), J (C) 

•: 

I 

Les formules (16) deviendront en même temps 



CQS A a 


= A" - 


- «y -» 


- ^% 


COS^ = 


= At"- 


-•/-♦ 


' «A*"?, 


cosr = 


= •' - 


-•/'-♦ 


- •»"?; 



(D) 



OÙ Ton désigne par a'', ^", /', les cosinus des angles compris entre le 
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rayon GM et les droites Gx^ Qt» Gzy de manière que l'on ait 



»?<' -+- Cf*' H 


- y/ = 


= A% 


«'A' -4- €y H 


h 7V= 


= /^% 


d'x' -f- é"!»' -+ 


-.>V = 


= r", 



d'après la signification des neuf quantités ck^ Cy etc.^ (n^ 7)^ et où 
Ton fait aussi , pour abréger ^ 



du ^ du 


-h 






f du ' fié du 


4- 


/ du 


=/, 


J/ à» . Mi au 

* d^' -^ ^ df,' 


H- 


V— - 

' d,' ~ 


= /'• 



Je mène par le centre G , la droite GH tangente à la trajectoire et 
dirigée dans le sens de son mouvement; puis f appelle Ç l'angle HGM 
compris entre cette droite et le rayon GM, de manière que ds étant 

rélément d^ cette courbe , ou ^ la vitesse du point G, sa composante 

suivant GM soit ^ cos ^. D'après ce que représentent les quantités x'j 
y y z' y au n"^ 7, et ce qu'on vient de désigner par A% /u% ^^ nous 

aiirniis 



aV -4- ^y -f- i/z*- = Jcosi^; 



au moyen de quoi, et des valeurs de cos \y cos^,, cos y,, exprimées 
par les formules (B), l'équation (17) deviendra 

= (.+«)^c«ç-.,(x'^H-y|;+^^) 




De plus les cosinus A', /w', i'^et les cosinus A" j j«*", /', répondAut à 
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une même droite GM, et à deux systèmes différents d'axes rectangu- 
laires auxquels se rapportent les cosinus a y é^ etc. , nous aurons 



A' = 


= «A" H 


h *V' H- «V, 


/-*' = 


= €;/' H 


h cy -^- é"/, 


f' = 


- 7A" - 


H yffi" -^ yv. 



(F) 



Enfin f si Ton cosigne par h langle que fait la projection de. GM 
sur un plan perpendiculaire à GH et passant par le point G y avec 
une droite fixe menée arbitrairement dans ce plan et par ce point ; 
et si A, A% etc. , représentent les neuf mêmes cosinus que dans le 
n^ 1 2 9 on aura 



a'' = Acos2^ -4- A^sinÇcosn -f- i^'sin Çsinv, 
Ac" = iiCOsÇ -4- A'.sinÇcosi» -h A^sinÇsinif, \ (G) 
i/' c= AjCOsÇ -H A'sin^cpsif -j- A'sin ^^sinn. 



(22). Telles sont donc les diverses valeurs que Ton devra employer 
SOUS les signes f, , dans les seconds membns des équations (A). Les 
coefficients de i/er se trouveront exprimés en fonctions des deux angles 
Cet If ^ variables d'un point M à un autre de la surface du projec- 
tile y et de quantité communes à tous les pointe du mobile y qui va- 
rieront ayec le temps t. C'est par rapport à ces deux angles que les 
intégrales y), devront être prises »^ 

L'élément de la surface sphérique dont le centre est G et le rayon 
/) y aura pour expression p^ sin t^^dm , et sera la projection sur cette 
surface^ de l'élément do- de la surface du mobile au point M* Si l'on 
désigne par i langle aigu que fait la normale en ce point avec le 
rayon MG, on aura, en conséquence ^ 



On aura d'ailleurs 



cos idr = p* sin t/it^dii. 



COSI = a' cos A, -+•' /t^^COSyU, 4- /cOSr;; 
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quantité qaeieB fioimulas. (R)« prise» pour les y«leii]»>d# cosiA^, cos/i^^ 
cos f,, rédainmt à Fimiti^. En ayaikt 6§srd: il la . valeur â/^ p,, et parce 
qu'on néglige le carre de f , on aura donc simplement 



Pour étendre les intégrales doubles indiquées pary), à toute la partie 
antérieure^u projectile , il faudra les* prendre depuis '^^ o jusqu'à une 
valeur de ^ en fonction de n , donnée^par IMquation Y ss o^, et ensuite 
depuis If :2=o jusqu'à n= htti Or, d*après= la formule (B), cette valeur 
de Ç différera très peu de Itt; en sorte qu'on pourra' la représenter 
par T TT -f- f A , en désignant par k une fonction de fi dont * la valeur 
nous sera inutile à connaître. En effet , soient n et û deux fonctions 
quelconques dé Ç et h ; en négligeatit le carré de t , on aura 

fj' + '^{n ^ fû)sinCrfÇ = f^in ^ fû)sinCi/;r .+- itn'-, 

V et n^ étant, les valeurs de ^ et n qui) r^)oiidoiit à Ç sirr. On aura 
par conséquent 

y;(n^ rfi) d^-^^frf'^ (n -^ €0 + 2fan) sin^;»^ -^^^fT ^'"'^''i 

et comme dans chacune des intégrales f^ que contiennent les seconds 
membres des équations (A) , le coefficient de dxx a V* pour fkcteur , 
cest-à<^ire une quantité dont la partie indépendante de i s^èvanouit, 
en vertu delà formulé (E), pour Ç==i^, iî s'ensuit que pour ces 
intégrales, la quantité n' sera zéro; par conséquent ^ il suffira (fe les 
étendre depuis C = o jusqu'à Ç=ri ^rj ce qui en simplifiera beaucoup 
le calcul. Mais pour effectuer ces intégrations ^ il faudra préalablement 
faire des hypothèses sur l'expression de u en fonction de a\ fji ^ / ; et 
nous choisirons successivement celles qui seront le plus propres ' 
montrer les influences distinctes de la non«^héricité et de la noi 



a 
non- 
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kômogënëité en projectile ^rar son : double moayement. Dabs :ce ^ui 
¥a suivre ) -il Ae .sera quMtiAii que de la pisemîère .cause : l'examen 
de la seconde sera Fobjet du quatrième paragraphe de ce Mémoire. 
(23). Supposons que le projectile soit un ellipsoïde homogène , à 
trois axes inégaux , mais très peu différents entre eux. Son centre de 
gravité G et ses axes priiicipaux Ga:^^ ^Yij ^^/> ^tant son centre et 
ses axes de figure ^ réquation 4e sa surface sera 

I +!f ^ ï+TT' ^ 7+Tr ' 



f^f^f\ étant d.es' constantes données, positives ou négatives , de sorte 
que ^f^ %f^ %f\ soient de très petites fractions, et les trois demi- 
axes très peu différents de /. En négligeant le carré de t , son volume 

aura ^^ f^ "+- 5 * C/^'^-/* -♦•/'Ol î P^^** ^"^ ^i* équivalent à celui 
de la sphère dont le rayon est /| il faudra donc supposer qu'on a 

/H-/-f./'=o. 

Si l'on met pA' > p/tt% p/ , à la place de ti^jy^jZ^y dans f équation 
précédente de la surface^ on en déduira 

en comparant cette valeur de p à celle du n^ 3 1 , nous aurons donc 
au moyen de quoi Féquation (E) deviendra 



• [(/ -f)P^f*' -H (/-/O 9^'^ -*- CT' -y) rAe'A'J. 



En vertu des équations (G) , les intégrales contenues dans les trois 
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dernières équations (A), ayant t f^va fiictenr, il «iffira -d'y mettre 
- cos C à la place de V, et ^ sin Çtii^cfti au lien de dr. D'après ces 
équations (C) et la valeur de u, il en résultera 

f,f,cos A, - :c,cos^,) Viir= </-/') P^/;'/^ ^'^'cos'C sin Ç<rfn. 

Au moyen des formujes (F) et (G) , et à raison des limites de cette 
dernière intégrale double , on trouvera pour sa valeur 

r>/*VVco8?CsinÇ<</ii=^[*C(A* H- lh"^'jf^") 

4- a'€' (h\ -+- 5 *:• -h 5 h':) -h »«€"(*: -4- 1 A? + 1 a:*) 



' w4- («e" -♦.«"€) (A4. -+-^ a'a: -+- 5 a"a:) 

-H («'é"H- *"€') (*.*,-+- I A'.A: -^. i AX) ] ; 

■ 

mais, d après ce que les neuf quantités A, A,^ Aa, etc. , représentent 
(n'' 12), on a 



k\^h:=i, h'^^h:\^K:=i\ h^^^k^k 



I 



y 



hK ■+■ h'K -^ ^'K == o , hh^h'h H- h"h: = o , hA-i-h'X-^ h'X = o î 



ce qui permettra d'élimioer de la formule précédente, les six 
dernières de ces .quantités ; et comme les trois premières ont pour 
valeurs 

y dx j ' ifjr j ^ dz 
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et que Fon a d'ailleurs 

on trouvera que la valeur de cette troisième intégrale double peut se 
mettre sous la forme : . 

m 

/;>/-,v.o..î.i. w* = fc (. f + 4+.- D (c ^+f l + c*). 

On exprimera semblablement les valeurs des deux autres intégrales 
doubles; et eu ayant ëgard aux équations (i3), on en conclura finale- 
ment 

/ (*, COS f., ~ y,ÇX>S V^ = ^ (/ -/) Pzy, 

/(x,cos»,-*,cosA,)V'cir=^C/"'-/)P^*'»} (I) 

m 

sxf , jf ^ 7!^ étant ici^ comme dans le n^ 7 , les composantes suivant les 
axes Gx^ , Qy\ , Gz^ , de la vitesse .g/ àxf^ centre G, 

' {a4)* Gonsidéron» actuellemeot les intr^gralesy) comprises dans les 
éq[uations du mouvement de translation , et par exemple , celle que 
renferme la première équation (A). . 

En vertu de Ta formule (H) et A» la première équation (D) , et en 
observant (|ue d'après les valeurs de f et u des n^ 21 et ad^ on a 

? = au = y-/' ^ ^"f •-+- ^% 
on trouvera d'abord 



18 
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f, V' cos J^ff z=i 1^% fl'fT^' eos^'Csin ÇrfÇrfn 

- '^ s^ /o'To" ^'^f -*- ^'^'z -^ ^^ ~^ ^«'^ w* 

De la première formule (C), on déduit immédiatement 



/o''//^ A" cos> Cs»n W*" = î ''* == î '' ^• 

Au moyen des équations (F) et (G) , et des relations qui existent entre 
hy Vf etc. , aussi bien qu^entre «, <&', etc. , on trouvera, sans difficulté, 

f:'f^(>^T -^ ^y H- /«y)A"cos»Csin c^**» 

= ^ [A(«* -H «t'A, -4- a'^)' -h a«(a H- a^A, -*! oUK) -+- *] 

^-î^ [*(€* H- CA, -H €"*,)• -u aC(a -t- €'A, -+. C'A») -h A] 

Donc, à canse des valeurs de A, A, » A^, et des ^nvittka (i3) , nous 
aurons 



C(*'-iS*^«'$)/'*(/'^ * >«y a)/'-^ («'•3+ »>''Sy] 

On trouvera ^ par des calculs semblables , 
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%f;'f^ (yx'y" ^- //e*/ -1- Z'//) A"C08 Çsin ÇrfÇA 



(J) 



ë 

De CM diflBIrents résultats , ou déduira la valeur complète de 
fy^QMXiv. Ou obtiendra de même celle des deux autres ' intégrales 
y^Vcos Ai^<r et/y* cos ri/tr , de sorte que l'on aura finalement 

ou l'on a fait pour abréger, 



> 
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On pçut remarquer que les permutations tournantes dont on a rap-* 
pelë Fusage dans le n® 13^ s'appliquent à ces formules et à leurs diverses 
parties , soit par rapport aux quantités relatives aux axes des x^^jr^j 
js^9 soit relativement à celles qui répondent aux axes des x^X^ z. 

(aS). Le volume du projectile étant équivalent à ^, et en dési- 
gnant par D' sa densité, on aura 

m = -y-, 

pour la valeur de sa masse. D'après les expressions conaues des mo- 
ments d'inertie principaux d'un ellipsoïde homogène , on' aura aussi 

en observant qu'on a f-^f -4-/"=o, et négligeant le carré de «. Je 
fais j pour abréger ^ 
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de sorte que — soit ici, comme dans le n^ i5, une ligne d'une Ion- 

gueur donnée 'j au moyen des formules (I) et (J), les équations (A) 
deTiendront 

La question est donc réduite à intégrer le système de ses six équations, 
jointes aux trois équations (i), çt aux valeurs connues de a^ é, etc. ^ 
en fonctions^ de 4 9 9y ^7 V^^ ^^^ 9 d'après la remarque du n^ 2 y 



et =: 


= cosôsin 4siii^ H 


k cos4cos^, 


€ = 


= co6dsin4<^os9 - 


- cos4sin ç, 


y = 


= — sin dsin^» 


• 


*' = 


= cosdcos4sin^ - 


— sin4ços^, 


6' = 


= cos9cos4cos^ - 


^ sin 4 sin ^, 


y = 


= — sindcos49 




0!' = 


= sin 9 sin 9, 




€" = 


E= sin dcos^. 




y = 


s cosd. 





(K) 



Les seconds membres des trois dernières équations (&) renfermant 
les composantes x^\ j' y zf y àela. vitesse du centre G suivant les axes 
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Gx,j Gy^, Gz,, il s'ensuit qae le mouvement de rotation n'est pas 
indépendant de celui de translation^ ainsi que cela avait lieu dans le 
paragraphe précédent. Lorsqu'on fait abstraction des seconds membres 
des six équations, les trois dernières s'intègrent sous forme finie ^ au 
moyen des fonctions elliptiques, et les trois premières au moyen 
d'intégrales d'une forme particulière, qui ne contiennent aussi qu'un 
seul paramètre. Mais quand on a éga/d aux seconds membres , on ne 
peut plus réparer les variables dans ce système d'éq[uations différen- 
tielles, et ramener leur intégration aux quadratures. De plus, si 
la vitesse de projection du mobile est très grande ,- comme celle des 
projectiles de l'artillerie, ce ne sera que pour le cas d'une valeur 
extrêmement petite de 0, et par des formules très compliquées, que 
Ton parviendra , en général, à exprimer les valeurs suffisamment ap- 
prochées des inconnues du problème, qui se déduisent de ces équa- 
tions. C'est pourquoi , afin de simplifier les résultats et d'en rendre 
l'application plus utile, nous eu restreindrons la généralité par des 
hypothèses convenables , Tune relative à la direction du mouvement 
de translation, et l'autre à la direction de l'axe de rotation. 

(26). Je supposerai d'abord que la trajectoire du centre G s'écarte 
très peu de la droite horizontale Ox j ce qui exige que ^ et ^ soient 
de très petites fractions dans toute l'étendue de cette courbe. En 
négligeant leurs carrés, nous aurons donc ^ == jt"? pendant toute 
la durée du mouvement; et à son origine, noi^s aurons aussi 

m 

dx dj di j 

en observant qu'à cette époque la vitesse de G est dirigée , par hypo- 
thèse, dans le plan des a: et jz, et désignant par a cette vitesse initiale , 
et par b Tangle que fait sa direction avec l'axe Ox. L'angle by très 
petit ,. sera supposé positif, afin que le projectile soit lancé au-dessus 
du plan de x et y. On considérera seulement la partie de la trajectoire 
de son centre G située au-dessus de ce plan horizontal. 



» 
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Abstraction faite des termes dëpendants de i ^ les trois premières 
équations (R) se réduiront à 





d'x dae _ 

de '^ ^ de ~ 


■o, 




rf'r _, dx djr 

de "^^ dt di~ 


XO, 


d'z 

de ' 


dx dz 


0. 



En intégrant et ayant égard aux valeurs de ^^ ^^ ^^ relatives à 
t = Oy on aura , à un instant quelconque , 

dx a djr dt aÇ 

où Ton a fait^ pour abréger ; 

^=ê', . * + ^ - g' ( i+/«*«0' = 6 

et où gf^ et Ç devront être des quantités du même ordre de petitesse que 
b y afin que le rapport de ^ à ^ demeure toujours une très petite 
fraction. Par conséquent ^ si nous représentons par §Uy $9^ 1W9 les 
parties de gj- , ^'s £^9 qui dépendent de t, il en résultera 

dx a , dr dz at 



di t+fiat ^^ ^ di ^ dt i-|-/Mi< 

pour les valeurs complètes de ces trois composantes de la vitesse du 
txntM Gty dans lesquelles u^ y^ w^ seront de nouvelles inconnues qui 
devront être nulksi pour < =£ o , puisque les premières valeurs satis- 
faisaient déjà aux conditions initiales. 

En substituant ces expressions dans les équations (K) , on négligera 
les termes m^ sPy îw, dans leurs seconds membres qui ont § pour fac- 
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teur, et leurs carrés dans les premiers membres. D'après les for- 
mules (ï3), on aura donc 

et , en même temps , 



V' _ fl'T Y^ ^"^ «' «*'^ 



en faisant, pour abréger, 



Quant aux termes qui dépendent de p^ g y r, dans les seconds membresî 
des trois premières équations (K), ils sont très petits par rapport à ceux 
qui les précèdent, à cau3e de leur facteur /qui sera toujours une ligne 
d'une très petite longueur , et à raison des hypothèses que l'on fera 
tout-à-Fheure sur leurs autres facteurs {f—f) p , {f—f)q y {f'--f)r \ 
nous les négligerons , en conséquence ^ dès à présent ; et ^ de cette ma- 
nière , on trouvera , pour ces équations , 



^ ^ 


1 -^ fMt 


fUU^W _^ 


féom 


37 ^ 


1 +^l "■ 


' 3(H-^0*' 




di 








dw 
'di 







en supprimant le facteur < , commun aux deux membres de cbacuiie 
d'elles. Avant cette suppression y le premier membre de la pkmnîère 
renfermait les deux termes : . 



/«a*Ç* tf^aZ^ 



a(i +^«ïi)* ^^ t + ftat 
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Od a conserve le deuxième parce qu'il est semblable à d'autres termes 
du second membre ; mais on verra par la suite qu'il n'influe pas sen-- 
siblement sur le mouvement du projectile* On a , au contraire y néglige 
le premier, qui est indépendant de iy mais de l'ordre de petitesse de ^ou 

i*, c'est-à-dire 5 de l'ordre du cajpré de -^.Toutefois, si l'on jugeait 

utile de le rétablir ^ il en résulterait dans fu et x^ des termes négatifs 
que je désignerai par — w et — /, et tels que l'on aurait 

en prenant les intégrales de manière qu'elles s'évanouissent quand 
/ ==o. 

On déduit des deux dernières de nos trois équations 



+ ^l 



et au moyen de cette valeur de %v, la première donne 

en faisait , pour abréger , 

et observant que l'on aura , par l'intégration par partie , 

Je substitua ces valeurs dans celles de -^ ^ -^j -^î les valeurs de x, 

yj Zy qu'on en déduira , renfermeront des intégrales doubles qui se 
convertiront comme cette dernière y en intégrales simples ; et il en 

■ 

rë&ultera 

«9 
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,=ll.g(.^^)_i«.(?/^-/^) 

en faisant ^ ponr abréger ^ 

de sorte que Ç soit^ ainsi que Ç^, une quantité de Vordre de petitesse 
de b. Toutes les intégrales indiquées dans ces diverses formules com- 
menceront avec t^ afin que les quantités u^ ^9 <^f ^9 T^ ^j soient 
nulles pour f =s o. 

Ces formules feront connaître les trois coordonnées x^ y-y. Zy. du 
centre G à un instant quelconque ^ lorsque les quantités (ty Cy etc. ^ 
qui entrent dans les expressions de T, T', T^'^ auront été détermi- 
nées en fonctions de t. On peut remarquer que ces expressions devien* 
nent beaucoup plus simples, et qu'on en peut éliminer immédiate- 
ment six des neuf inconnues tty € y etc. y quand le mobile est un 
solide de révolution. Si Gz^y par exemple y est son^emi-axe de figure, 
les quantités/^ et/" qui se rapportent aux deux autres seront égales. 
A cause de Téquation /•+ /^ -♦•/" = o , qui laisse indéterminée une 
des trois constantes fyfyf^y on aura f =/'' = — 1 , en prenant 
/= 2 j et, en vertu des équations (la) , les expressions de T^T' , T", 
se réduiront à 

T = 3(V ~ i) ^ iv/Ç, 
T" = ayy H- 3(y -t- ay?'» — i)Cf 
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en sorte qu'elles ae contiendront plus que les trois inconnues > 9 V , 
y. D'après Fëquation de l'ellipsoïde (n^ a3) y son axe de figure aura 
a/ -«- nêl pour longueur ; chacun des deux autres axes sera ëgal à al—* 1/; 
il sera donc allonge ou aplati y selon que la fraction § aura une valeur 

positive ou négative ; et abstraction faite du signe , - exprimera la me- 
sure de sa non-sphéricité 9 c'eât-a-dire , la différence entre son plus 
grand et son plus petit diamètre , divisée par son diamètre moyen. 

(27). A l'égard du mouvement de rotation , on supposera que l'axe 
insrantané GI s'écarte constamment très peu de Fun des demi-axes de 
l'ellipsoïde 9 par exemple de Gz^ ou de son prolongement; ce qui 
exigera qu'à l'origine du mouvement et pendant toute sa durée , les 
vitesses p et g soient très petites par rapport à r. Cette hypothèse 
suffirait^ sans qu'il fût nécessaire d'eu ajouter aucune autre relative- 
ment aux quantités /, /^ 9 f ^ pour qu'on pût calculer les valeurs de 
py </, r, et celles des angles (p ^ '^y 6^ en fonctions de t\ mais afin de 
simplifier le calcul , je supposerai en outre que l'ellipsoïde soit de 
révolution et que Gz^ appartienne à son axe de figure. 

Dans ce cas, on pourra prendre pour Gx^ , tel rayon que l'on voudra, 
de la section du mobile perpendiculaire à Taxe de figure et passant 
par le point G; pour fixer les idées, je supposerai que ce demi-axe 
soit le rayon qui coïncidait, à l'origine du mouvement, avec la droite 
GL dirigée vers le nœud ascendant de cette section sur le plan hori- 
zontal des a: et J'y ce qui rendra nulle la valeur de l'angle f ou xjGhy 
qui répond à f =" o. Le demi-axe G^^ sera le rayon perpendiculaire, à 
cette même époque, à la droite GL et situé au-dessus du plan des xet^; 
la rotation initiale autour de Gz,, aura donc lieu de Gx^ versG;^^) par 
conséquent y la valeur initiale de r sera positive, et ce sera du demi- 
axe Gz^ même , et non de son prolongement , que l'axe instantané GI 
s'écartera très peu. Le sens de cette rotation sera donné, et fera con- 
naître, si .l'angle dièdre, formé des deux angles jk,GL et xGL, est 
aigu ou obtus , et consëquemment si Gz, est la partie de l'axe de figure 
<^ui se trouvait primitivement au-dessus ou au-dessous du plan des x 

19.. 
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et/. ËQtîo les valeurs initiales de cet angle dièdre et de l'angle LGjr, 
con)ptë vers la droite GLà jiartir de Go*, seront données; ce qni déter- 
minera complètement la position du mobile à Torigine de son mou- 
vement* Ces valeurs seront celles des angles d et 4 <IQÎ répondent à 
/ = o, et qu'il faudra joindre à ^ = o. 

En faisant/'' =^/S dans la dernière équation (K), elle se réduira 
à dr=Oy et donnera r=c y en désignant par c une constante posi- 
tive. Si l'on néglige les carrés de ^ et Çj on aura e^=c^ pour la 
vitesse angulaire du mobile; ce corps tournera donc uniforméi^nt 
et toujours dans lé même sens , mais autour d'un axe GI qui coïn- 
cidera successivement avec différents rayons de cet ellipsoïde , et ne 
restera pas non plus parallèle à lui-même pendant le mouvement du 
point G. En appelant à un instant quelconque, Ç l'angle IGz,,et x 
langle compris entre Gx, et \â projection de GI sur le plan des x, 
et j^,, compté à partir de Gx,, dans le sens de la rotation autour de 



Gz, , on aura 



p == c^cosx, q = c^sin;tv 



d'où l'on tire 



? = c V;>- ^ ^•j ;^: « arc (tang = p, 

pour les formules relatives à la direction de l'axe variable GI, dans 
l'intérieur du mobile. Si l'on désigne par a! et ¥ les valeurs àe p çii q 

relatives à / = o, les rapports 7 et - devront être de très petites 

fractions positives ou négatives, et les trots constantes a' j h\cy dé<^ 

termineront en grandeur et en direction , la vitesse initale de rota- 
tion. 

Qîla posé, si Ton fait/=:2, f =^ — r, /"= — i, r:=ic\ dans la 
quatrième et la cinquième équation (K); que l'on substitue dans leurs 
seconds membres, les valeurs de j/,y , tf , du numéro précédent; et 
que l'on néglige le carré de ^, elles deviendront 
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Or, pour que les vitesses p et q demeurent constamment très petites, 
il faudra que les seconds membres de ces deux équations soient aussi 
de très petites quantités; à raison de la petitesse de / et de la grandeur 
de a, leur facteur commun n'est pas très petit, à moins que § ne soit, 
une fraction eltrémement petite; il faudra donc , en ^néral, que les 
premiers termes €y et ay des trinômes contenus entre les parenthèses, 
soient de très petites quantités de l'ordre de la fraction ^; ce qui arri- 
vera, soit quand y sera constamment une très petite fraction, soit quand 
cela aura lieu pour et et pour 6. Le second cas se présente effective- 
ment dans le tir de la carabine rayée en hélices; et pour cette raison, 
nous allons donner à son examen , tous les développements que Tim- 
portance de la question exige. 

(28). On suppose Tinclinaison des hélices constante et la même 
pour toutes. En vertu de cette inclinaison, soit i la longueur d'i^ûe 
portion de l'axe , pour laquelle chaque hélice , prolongée s'il est né- 
cessaire , ferait un tour entier. Immédiatement avant de sortir de 
la carabine, le centre G de la balle parcourra pendant un temps r 
très court, une longueur ar sur l'axe de l'arme; dans le même 
temps, la fraction d'un tour entier qu'elle achèversr, sera donc à la 

circonférence 27r, comme ar est à f, ou égale à ^^; par conséquent 

en divisant par t, on aura 

Tira 
C -- 



i ' 



pour la vitesse angulaire de rotation dont le mobile se trouvera animé 
en sortant de la carabine, et qui aura lieu autour du prolongement 
de l'axe, c'est-^nlire à très peu près autour de la direction initiale et 
donnée de la vitesse du centre G. Je dis à très peu près pour plus de 
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gënëralité^ et afin de comprendre dans les calculs suivants, le cas ou 
par suite d'une petite inégalité entre les inclinaisons des différentes 
hélices, ou par toute autre cause, la direction initiale de G ne coïn- 
ciderait pas exactement avec l'axe de l'arme prolongé au dehors. D'a- 
près cette valeur de c, la balle fera sur ello-méme, dans chaque unité 

de temps ^ un nombre de révolutions égal à t , ou , autrement dit , 

i 

la durée de chaque révolution aura - pour valeur. 

Par hypothèse, VajB de rotation s'écartant très peu de Gz,, il s'en^ 
suit qu'à Torigine du mouvement , ce demi-axe devra faire , ou un très 
petit angle, ou un angle très peu différent de i8o^, avec la direction 
du centre G, et consëquemment un angle très peu différent de 90^ 
avec l'axe des Zé En même temps , la droite GL devra être à très peu 
près perpendiculaire au plan des 4P et je 5 où est comprise cette direc- 
tion; cette droite s'écartera donc très peu de Taxe des J" ou de son 
prolongement, c'est-à-dire, que la valeur initiale de l'angle 4 différera 
très peu de trois fois 90^ ou de 90^, selon que la partie supérieure du 
mobile tournera de gauche à droite ou de droite à gauche ; pv con- 
séquent, si l'on désigne par A et k des angles très petits, positifs ou 
négatifs , on aura 

d = 90^ H- A, 4 =*= ^7^^ -•- A ou 1^. SX go^ ^ kj 

pour ï s o. 

Dans le cas de la première valeur de 4 9 ou de la rotation de gau-^^ 
che à droite , le demi-axe Gz^ appaf tiendra à la partie antérieure du 
projectile , et fera un très petit angle avec la direction du centre G ; 
dans le cas de la seconde valeur , ou de la rotation de droite à gauche , 
il appartiendra à la partie postérieure, et ce sera un angle très peu 
différent de 180^ qu'il fera avec cette direction. En efiet, dans le 
premier cas, selon que le demi^axe de figure compris dans la partie 
antérieure du mobile, tombera au-dessus ou au-dessous du plan des x 
et y y l'angle dièdre formé de Fangle LGx, égal à 270^ -4* A, et de 
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» 

TangieLG^^, sera un.pea plus petit ou an peu plus grand que 90^ j 
ce qui suffira pour que Gz, tombe également au-dessus ou au-dessous 
du plan horizontal ^ et ooïncide avec le demi-axe antérieur : au con- 
traire y dans le second cas , selon que ce demi-*axe tombera au--dessus 
ou au-dessous du plan horizontal^ Fangle dièdre forme de LGjt , égal 
90^ -4^ ky et de Fangle hGy^ j sera obtus ou aigu , et Gz, tombera , en 
conséquence^ au-dessous ou au-dessus du plan des x et ^j ce qui le 
fera coïncider avec le demi-axe appartenant à la partie postérieure du 
projectile^ 

Pour qu'à l'origine du mouvement, ce corps tourne exactement 
autour de la droite suivant laquelle le centre G sera lancé, il faudra 
que Ton ait d'abord A=sO} il faudra en* outre que le demi-axe Gz, 
soit dirigé dans lé sens même de la vitesse initiale de G, ou en sens 
directement contraire ; Ce qui exigera que Ton ait aussi A s= =f= & , 
selon que Gz^ tombera au-dessus ou au-dessous du plan des ;r etr^ 
c'est-à-dire , selon que la rotation aura lieu de gauche à droite , ou de 
droite à gauche. Si Ton veut de plus que la direction initiale de l'axe 
instantané GI coïncide parfaitement avec Gz, , il faudra que €^ et b' 

soient zéro. Mais généralement les constantes A, ky-j —, seront de très 

petites fractions positives ou négatives dont les valeurs proviendront 
de ce que^ dans l'intérieur de la carabine ^ Taxe de figure de la balle 
n'aura pas tout-à-fait coïncidé avec l'axe de l'arme, et de ce qu'en 
sortant, l'axe de rotation se sera aussi écarté, un tant soit peu ^ du 
premier axe ^ du prolongement du second. 
Maintenant les deux j^remières équations (i) donnent 

sin «^ s=s — psinç "^ q cos ^, 
^^s± pcosip — ^sin^j 

les vitesses pet g ayant été supposées constamment très petites, on en 
cepcUit que les f itesses ^ et 2, le seront aussi^ dans le cas, du moins, 
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OÙ d'n-est pas un très petit angle ; par conséquent 4 ^^ ^ s'ëcartenmt 
constamment très peu de leurs valeurs initiales; et si Ton désigne 
par Y et 9 des angles très petits , positifs ou négatifs^ dont les valeurs 
soient h %\ h pour t^=^ o^ on aura , à un instant quelconque , 



== po^ + e, 4 == ^70* -+• * ou 4 = 90^ -♦- V* 

Nous négligerons les carrés et les produits dé e, V, *, *. La troi- 
sième équation (i) donnera alors d^ =cdt^ et conséquemment 9= ct^ 
à cause de ^ - o quand f = o. Les équations précédentes deviendront 
ensuite 



2" == — f^sincï — {fcosctf 
— =?; ^coscf — ^sincf. 



(N) 



On aura ^ en même temps j 



« ss db Bsincf db Wcosct^ al' => sinety 
€ == db &Qosct =F Ysincf, 6* = coscf, 
1, / = — 0; 



les signes supérieurs répondant au cas oà la rotation a lieu de 
gauche à droite, et les signes inférieurs à celui où elle se fait de 
droite à gauche. Les équations (M) se changeront en cdles^ci : 

^ — -fC^ = A(ecoscf — V sin et dzKcos et). ) 
^ •+• 5 iCfi =5 — A(esin c* -h IF cos c/db Çsincf), j 

en négligeant les produits ÇB et ^ , et faisant y pour abr^r , 

4v^' — > 
Kl +/«)• ~ ''• 

U s'agira donc d'intégrer le système de ces quatre équatioûd (N) et 
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(O), da premier ordre, linéaires et à coefficients variables ^ ce qui est 
possible, ainsi quW va le voir. 

(29). A moins queTinclinaison des hélices ne soit très faible ou tout- 
à-fait nulle, la vitesse angulaire c sera très grande, à raison de la 
grandeur de la vitesse de projection a. Si celle-ci est, par exemple, 
de 400 mètres par seconde , et que chaque hélice fasse un tour entier 
pour une longueur iàe son axe,, égale à six mètres, la vitesse csera 
à peu près égale à ce nombre 4oo, en prenant la seconde pour unité 
de temps , ou d'environ 60 tours par seconde. Les quantité^ sin et et 
cosc< varieront donc , en général, très rapidement; or, si Ton désigne 
p%r p'yfgy q'y g,i Vj 9^, 4S 4/9 ^^^^ inconnues indépendantes de 
langle c/, et qui varieront avec beaucoup moins de rapidité, on pourra 
satisfaire aux équations (N) et (O) , par les expressions : 

p 'sz^ p^ cosct -h g' sin et -^ p,y 

q =^ q' cosct — p^ sin et -f- ^,, 

e = ¥ coset -f- 4^ sincf h- fl,,- 

y = 4' coset — ô' sin et -h 4/7 

« 

car en les substituant dans ces éc^uations et égalant , dans les deux 
membres de chacune d'elles, les coefficients de sin et y coscf, et 
les termes indépendants de cf , les douze équations que l'on obtien- 
dra de cette manière, se réduiront à huit, c'est-à-dire à un nombre 
d'équations distinctes , égal à celui des inconnues. On trouvera pour 
ces huit équations 

ao 



di 
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dq, , 3 



3*^ = — y» 

Â^ = F- 



Mais si l'on néglige^ dans les quatre premières^ "^^^éu P^ l'apport à cq' 
elcp\ ainsi que ^ et ^ relativement à c^ et cW et si Ton y met Tunitë 



au lieu de t — - f ^ on en déduira 



et ^ en substituant dans les quatre dernières ^ ces valeurs de q\ p\ Vy 4^ 
il en résultera 






dt "* 

^4j _, */i ._ * S" 



(P) 



équations dont les intégrales contiendront quatre constantes arbi- 
traires p au moyen desquelles les expressions que Ton a prises pour 
p y q y d ^ 4 ^ seront les intégrales complètes des équations (N) et (O). 
Des deux premières de ces équations (P), on tire 



en intégrant, désigant par C et D les deux constantes arbitraires, et 
ayant égard à la valeur de A, il vient 

p; + ,,- = C, arc(t.ng=||)=.[?<« + j^]*D; 
et si l'on représente par C^ et TV deux autres constantes arbitraires , et 
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qa'on fasse y poar abréger , 

on en déduira 

p^ = Csin a' + D' cos;v', ^/ = C' cos A' - jy sîn X'. 

Abstraction faite du second membre de la troisième équation (P)9on 
déduirait de méme^ de cette équation et de la quatrième , 

9, = Asin A^ -4- BcosA,, 4/ = AcosA,— BsinA,, 

en faisant aussi 

et désignant par A ejt Q deui constantes arbitraires qu'il faudra 
changer en des quantités variables pour avoir égard à ce second 
membre. Pour déterminer les valeurs de ces nouvelles inconnues^ on 
aura alors 

dK • dB ^ dk dB * ^ Ac^y 



et par l'intëgration , on en d^aira 

A = A^ =f/^ cos a,A , B = B^ =fc y ^ sin x,d^ 

A^ et B' étant les deux constantes arbitraires: pour fixer les idées , 
on supposera que les deux intégrales indiquées sont zéro en même 
temps que la variable t. 

Au moyen de ces valeurs de A , B, fl,, 4/ j Pf>Çn et de celles de q\ 
p' ^V ^ '\' y les intégrales complètes des équations (N) et (O) seront 

p= Csin a' -h ly cos y db ^ sin cf 

-H £(8'=*=/ ^ sin 7<^yin{ct— A,)+ (A'qp/ 7CosA//t)cos (ci— A,)] , 
g = C cos a' — ly sin a' -fc ^ cos et 

-*- £(B' ds/ f sin h^) cos(ct— A,) — (A'sf/-^ cos A/fe)s in(c/— A,>] , 



ao*. 
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= (A.'=rif^ cosA,<ô) sin A, -4-(B' =*= f^ sin K/ii\ cos \ 

-4- 1 [ IVsin (c«— A') -+. Ocos (cl — X')] , 
Y = (A' t^f ^ cos A/ft) cos A, — (B' dtf^ sin A,</;f) sin A, 

H- j [ly cos (c* — A') ~ C sin {et - A')}. 

■ 

En y faisant t:s=Oy et ayant ëgard aiu valeurs initiales dejo, ^, &^ 4r 
et à celles de A et Ç, nous aurons 

= ly ^ 435.' A% y = e ^- ^*(B' =fc *), 

= B' -f. iC, A = A' -+- iiy. 



c 



Je fais 9 en outre , 



ca„ y === c5„ 4g! =:/. 



a^ et &^ seront de très petites fractions données: /exprimera aussi un 
nombre abstrait , mais qui ne sera pas gënëralement très petit y 
quoiqu'il ait ( pour facteur. 

On tirera des équations précédentes 



/-. »-'—/-,» 



on aura en même temps 



(hRSô=» /t^os^/^^^»/» /^ sin A/ft = a»/, 



en faisant , pour abréger , 
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c 



et il en résultera finalement 

e = (2^ =px^ sm>i,+ (t=^^=b>.^co»X, 

Les intégrales A» et A» ne pourront pas s'obtenir soms forme finie j 
on ne ponrra pas non plus , pour en obtenir des valeurs approchées , 
y remplacer sin A, et cosA, par A^etrunité; cai-, malgré le facteur 
a qui sera toujours une très petite fraction , la quantité \ , à cause 
de son autre facteur, aura pour valeur un nombre qui ne sera pas 
très petit. 

(3o). Ces formules (Q) , en y joignant les équations r = c et ^ = ci, 
renfermeront les lois complètes de la rotation de la balle autour de 

son oentrfe de gravité. , . 

Si à l'origine du mouteltnent, Taxe de figure et l'axe de rotation 
ont coïncidé l'un et l'autre avec la ligne suivant laquelle le centre 
G a été lancé , ce qui exige , comme on l'a dit plus haut , que l'on ait 

h = =f: b, A = o , tf, = 0, b, = o, 



J 
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les formules (Q) se réduiront à 



P 

€ 



= =*= (i/^« [Çsin et _ (A — A^^ sin (c« — A,) - A^/cos (cf — A,) ], 
* == =fc (r:^[Ccoscf-(*-A/)cos(c<-A,) + 

e = =F [A./sin A, H- (A — A/) cos aJ , , 
M[^ 1= sp [A,/cosA, — (i — A/)sînA,]. 

L'angle et entrant dans les deux premières formules et n'étant pas 
contenu dans les deux dernières ^ il s ensuit que Taxe de rotation 
GI fera, dans l'intérieur du mobile, des oscillations très rapides au- 
tour du demi-axe Gj^^, tandis que celui-ci en fera de plus lentes 
dans l'espace. Les amplitudes des unes et des autres seront dail- 
leurs constamment très petites. L'amplitude ^ des premières aura pour 
valeur ( n*^ 27 ) 

A raison du dénominateur (i^/uaty^ elle diminuera donc conti- 
nuellement pendant le mouvement. Elle diminuera aussi à cause du 
facteur/, à mesure que la vitesse c de rotation augmentera de plus en 
plus ^ et l'on pourra la regarder comme insensible 9 quand la lon- 
gueur i de Taxe de l'arme , qui répond à un tour entier des hélices , ne 
sera qu'un multiple peu considérable du rayon l de la balle. Dans ce 
cas le mobile tournera, donc sensiblement autour de son axe de figure 
pendant toute la durée de son mouvement ; ce qui n'empêchera pas 
cet axe de changer de direction et de tourner autour de la droite Gjt. 
En effet , à un instant quelconque , appelons tr l'angle que fait la 
projection de Gz, sur le plan perpendiculaire à Gjc et mené par le 
point G, avec la verticale Gz ; angle qui sera compté à partir de cette 
ligne de Gz vers Gj ou en sens contraire, c'est-à-dire, de droite à 
gauche ou de gauche à droite, selon que tr sera positif ou négatif. Soit 
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aussi p l'angle zjGx à cette époque. D'après ce que y et y représeiH 
tant (n^ 7)^ nous aurons 

y = sin p sin a- y 7" = sin p cos o- j 
mais y en négligeant les carrés et le produit de e et Y , on a 



y = =F V, / «= — 0; 



on aura donc 



p c= W-h0», (T =aharc( tang= *)î 



et, dans le cas où Ton néglige/^ il en résuFtera 

ù ::= y (T = ^ A^. 

Or, cette valeur constante de p montre que 6z^ décrira autour de 6x , 
un cône droit dont Touverture ne dépendra pas de la vitesse c ; de 
plus, l'angle A^ étant une quantité positive, et le signe supérieur ré- 
pondant au cas 011 la rotation du mobile a lieu de gauche à droite ^ et 
le signe inférieur au cas où elle se fait de droite à gauche , il s'en- 
suit que Gz, tournera autour de Gx , dans le même sens que le pro- 
jectile autour de Gje^; mais Tangle A^ n'étant pas proportionnel au 
temps, la rotation de Gz^ ne sera pas uniforme, comme celle du 
mobile, et les durées de^ révolutions de Gz^ varieront pendant le 
mouvement. 

(3i). Puisqu'en négligeant, comme plus haut, les carrés et les pro- 
duits de T et , on a 



7=±i, y==:pY, y' = --0. 
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il en résultera pour les valeurs de T, T', T'y relatives à un ellipsoïde 

de révolution 

et ce sont ces valeurs qu'il faudra employer dans les expressions de Jc , 
y y z y données par les équations (L). 

Il faudra négliger T', et le second terme de T dans les termes de x 
parce qu'ils dépendraient de l'une des variables Ç, XI y Z, y de l'ordre de 
petitesse de by et qu'ils ont i pour coefficient. On devra aussi négliger y 
sous les signes^, les termes de j^ et js provenant de Y et et qui contien- 
dront sin (et — A^) et cos(c< — /) ; lesquels termes acquerraient, par 
l'intégration y un diviseur qui les rendrait du même ordre de petitesse 

par rapport aux autres termes, que les quantités ^9^9 ôT^ ^j ^^^ 

ont été négligées en formant les équations (P), par rapport à celles que 
l'on a conservées. 

Gela étant, si l'on désigne par h^ l'excès de h sur qp 6, de sorte 
qu'on ait 

h = =p * ^- V, 

les équations (L) deviendront 



i log(. + ^) _ î![jflj., - l.g(. + ^,f\, 



lia TT 2ia 



r = =fc — U -»- ~ï — U' 

' =*= 3 ^ ^ 3(1—/) ^ » 

« ^ i [(*-+-S')log(n-A««ï)-îg'(i-4.Aai/)>-hi^] 



(R) 



3 * =^ 3(1—/) ^ » 
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OÙ Pan a &it pour abroger 

/•[>,/ CM A, — (ft — A./) sin X,] log (i + /^O J^ __ -^j 

_ rlta. — *) co« \ — (*, — *") «'P > J l og (' +/^) J^ TT/ 

log (i -^. ^)/A^»EA±|^^^:nf2L^ ^« 

r [A,/8in A, + (ft — ^/) co« \] log (i + ^^) j^ _ y 

log (X ^ ^) y(^.-*)"°y^.-*vo.^ ^^ 

_ r[(fl, ~ *) sin X, + (b, — AQco» xjlog (1 -h ^1) ^^ _^ y. 



et où les intégrales sont supposées nulles quand f =so. 

Ce sont donc ces formules (R) qui renferment les lois du mouve- 
ment de translation de la balle ^ dans le tir de la carabine. On en dé- 
duira tout-à-rheure les conséquences principales. Auparavant il est bon 
de rappeler que l'on fait ici abstraction du frottement de lair contre 
la superficie du projectile, dont on a examiné les effets dans le second 
paragrapl\^. Ce frottement pourrait être fort considérable, à raison 
des rayures de la surface produites par celles de la carabine; mais son 
influence sur le mouvement de translation ne serait cependant pas très 
grande , parce que l'axe de rotation s'écarte constamment très peu de 
la direction à peu près horizontale de ce mouvement (n^ i6). Quoi- 
qu'on ait supposé au mobile la forme d'un ellipsoïde, les résultats 
suivants conviendront néanmoins à tout corps très peu allongé ou 
très peu aplati , selon que la fraction t sera positive on négative , et 
dont les sections perpendiculaires à son axe de figure sont à fort peu 
près circulaires. 

■ 

(33)« Au bout d'un certain intervalle de temps que je désignerai 
par t^ y le mobile retombera sur le plan horizontal des x et /, passant 

« 

ai 
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par son point de départ O. J'appellerai E la projection du point de 
chute sur Taxe Oxy et je représenterai par ^ la distance OE, ou la 
longueur de la portée. D'après la première équation (R) , on aura . 

en négligeant le carré de « , et désignant ^ à l'ordinaire ^ par e la base 
des logarithmes népériens , on en déduira 

ce qui fera connaître le tenips if du trajet, correspondant à une portée 
donnée. Le coefficient de €, dans cette ù^xmvXe^ est une qpaatitîté 
négative \ car il s^évanouit quatrd ptMUr eist zéro y et ii diminue sans in- 
terruption lorsque fjtm croît indéfiniment. Il s'ensuit donc que la 
portée restant la même ^ la non^sphéricité du projectile diminue ou 
augmente la durée du trajet, selou^que la fraction s est positive ou né- 
gative ^ c'est-a-dire selon que ce corps est allongé ou aplati. Au degré 
d'approximation ou nous nous sommes arrêtés, cette durée f est 
d'ailleurs indépendante de la rotation du mobile. 

Pour t^sst'y on aura s s^s 09 en substituant la valeur précédente de 
1 «f. f4Mt^ dans la troisième formule (R) , égalée à zéro , on obtiendra 
donc une équation entre b et ^y qui servira à déterminer l'angle de tir 
correspondant à une portée connue , ou réciproquement ^ la portée qui 
répond à un angle b donné. En faisant aussi t=stfy dans la seconde 
formule (R) , et désignant par ^ la valeur de / qui en résultera , J" ex-^ 
primera la déviation du projectile à l'instant de la chute ^ comptée sur 
la perpendiculaire au plan vertical des a: et z ^ à gauche ou à droite 
de ce plan ^ suivant <[ue sa valeur sera positive ou négative. Cette 
équation z &= o et la valeur de ^ renfermeront les quatre quantités 
U,V,U',V', dépendantes à la fois de la forme et de la rotation du pro- 
jectile; mais dont les deux dernières différeront essentiellement des 
deUx autres > et devront ét)*e suppritùéès , ^an& les i^staltats mfùyens 
du tir à îâ cîMe, ainsi qti'on va l'expliquer. 



DES FROJJftOTIliBS Q4N5 iJAtH. l68 

(33). hm Gonstante$ a,^ h^^ ky h' , renfensDëes dans U^ et V', auront 
des valeurs pour ainsi dire accidentelles , résultantes de ce qu'à Fori- 
gine du mouvement ^ Taxe de figure et Taxe de rotation de la balle 
s'écarteront plus au moins, mai6 toujours^ très peu, par hypothèse^ de 
la ligne de tir , c'est-à-dire de la direction in^itiale du centre de gra- 
vité G. Dans une longue série d'épreuves , ces écarts auront lieu tantôt 
d'ua côté et tantôt de l'autre, et les valeurs de U' et Y^ qui leur cor- 
respondront seront aussi tantôt positives et tantôt négatives , de telle 
sorte que la somme des valeurs , soit de U', soit de V^ divisée par le 
nombre des coups , sera sensiblement égale à zéro. Gela étant , suppo- 
sons que Ton place le centre de la cible au point 1^ donné sur l'axe 
Ox, que son plan soit perpendiculaire à cette droite et assez éten- 
du pour être atteint à chaque coup , et que l'on mène dans ce plan 
deux . axes , Tun horizontal et l'autre vertical , auxquels on rappor- 
tera les coordonnées positives ou négatives des différents points où 
la balle viendra frapper pendant la série des épreuves. Supposons ^ 
ensuite 9 que cette série se compose d'un très grand nombre de 
coups tirés aussi exactement quil sera possible, dans le plan ver- 
tical de J7 et is 9 et en visant vers le point £ j avec une même cara- 
bine , des balles de même forme^ une même vitesse de projection a^ 
et sous un même angle b , déterminé par Téquatipu z = o ,. dans la«- 
quelle on aura fait abstraction du terme dépendant de y^ A raison de 
ce dernier terme de la valeur de jz^ et à cause de la valeur entière de^ , 
il arrivera que les balles s'écarteront du point E, au-dessus ou au- 
dessous du plan des a: et ^^ à gauche ou à droite de celui des a: 
et z\ mais la somme des ordonnées verticales des points oit elles 
frapperont y divisée par leur nombre et en ayant égard à leurs signes ^ 
sera très probablement et à très peu près zéro; et, en même 
temps y la somme des abscisses horizontales , divisée par ce nombre 
qu'on suppose très grand , sera à très peu près constante , et égale à 
la partie de ^ indépendante de U^ Si ^l'étendue de la cible n'est pas 
assez considérable pour qu'elle soit atteinte par toutes les balles , les 
déviations verticales et horizontales ^ qui répondront aux derniers 



ai 



• • 
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termes des expressions de is et de j^ ^ contribueront à diminuer , dans 
une longue série d'ëpreuves^ la proportion du nombre des coups 
qui porteront; leur effet se confondra avec ceux des écarts de la 
ligne de mire^ autour de la droite OË, qui sont dus à ce que le 
soldat ne vise exactement, ni suivant cette droite , ni même dans le 
plan vertical qui la contient ; et il faudra , en conséquence , faire abs- 
traction des quantités U^ et Y', soit dans le calcul de l'angle de tir au 
moyen de l'équation z == o , soit en calculant la déviation moyenne des 
balles dans le sens horizontal. 

Il faut encore observer, relativement à ces quantités U' et Y', 
qu'elles s'évanouissent non-seulement dans les moyennes d^un grand 
nombre de coups, mais aussi à cbaque épreuve séparément, lorsque 
l'axe de rotation de la balle coïncide y à l'origine du mouvement , avec 
la ligne de tir, quel que soit d'ailleurs le petit angle que fait l'axe de 
figure avec cette ligne , provenant de ce que celui-ci ne coïncidait pas 
parfaitement avec l'axe de la carabine avant la sortie du projectile. 

£n effet , dans ce cas particulier, le demi-axe de rotation GI est 
d'abord compris dans le plan des o^ et z , et fait , avec la direction 
de la vitesse initiale du centre G, un angle égal à zéro ou à i8o^, 
selon que la balle , c'est-à-dire , sa partie supérieure , tourne de 
gauche à droite ou de droite à gauche ; on a donc , à l'origine du 
mouvement , 



IGz =90^ cp b y IGj^ = 90° , IGo: = 90^ q= (90^ qs b) , 

où les signes supérieurs correspondent au premier sens de rotation et 
les signes inférieurs au second; on aura, par conséquent, 

cos IGz = d= A, cos IG^ = 0, cos IGx = db i, 

en négligeant le carré de b. D'après ce que et, €, etc. , représentent 
(n^ 7) , on a d'ailleurs, à un instant quelconque , ces trois équations : 



cos IGz, = y cos IGo: -f- 7/ cos IG^ -h y^ cos IGz , 
cos IGy, = € cos IGx -*- €' cos IGrf -4- 6" cos IGz , 
cos IGx, = d cos IGjt -f- af cos IG7 -f- «^ cos IGz. 
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Pour ^ s= o , on a en particulier 

9 = 09 fl c= 90® -4- A , 4 == 3 . 90** -+- A, ou 90** -4- A 9 



et si l'on néglige les carres et le produit de A et A , il en résulte 



7 = =fci, y=:q=A, y' = — A, 
A, £»' ==t 1, a" = o. 



On a 9 en même temps ^ 

cos IGx, = a, , cos IGy, = *,, cos IGi5, = i , 

en négligeant les carrés de a^ et h^. Or, en négligeant de même les pro- 
duits hh et hk y et observant que tous les signes supérieurs se corres- 
pondent y ainsi que les signes inférieurs y ces diverses valeurs rendent 
identique la première des trois équations citées , et réduisent les deux 
autres à 

donc à cause de A = =f= ft H- A% les quantités U' et Y' seront zéro , ce 
qu il s'agissait de prouver. 

La valeur de S y réduite à son premier terme, sera, par conséquent, 



aia 



Uî 



et à raison du double signe , le sens de cette déviation changera avec 
celui de la rotation du projectile • Au contraire, en supprimant le der- 
nier terme de l'expression de z , Téquation z == o ne contiendra plus 
aucun terme ambigu , et l'angle de tir que Von en déduira sera indé- 
pendant du sens de la rotation. Mais cet angle b dépendra de la gran- 
deur et du signe de i ; en sorte que s'il a été déterminé par le calcul 
ou par l'expérience j pour des balles aplaties , il ne pourra pas servir, 
avec la même vitesse de projection a et à la même distance 0£ , pour 
des balles allongées^ et vice versé. 
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Cette remarque importante pour la pratique se trouve confirmée par 
des épreuves relatives au tir de la carabine , faites sous la direction de 
M. le lieutenant-colonel de Poncharra, et dont il a bien voulu me 
communiquer les résultats. La cible qu'il s'agissait d'atteindre, étant 
située à une distance de l'arme égale à 25o mètres^ on a conclu de la 
moyenne d'un grand nombre d'épreuves effectuées avec des balles 
aplaties ^ 62^3o" pour l'angle de tir ; en tirant ensuite à la même dis^ 
tance et sous le même angle, on a atteint la cible 87 fois sur 100 avec 
de pareilles balles, et seulement ^gjois sur 100 avec des balles allon- 
gées ; diflférence que l'on doit attribuer à l'influence de la forme du 
projectile sur l'angle de tir, relatif à une longueur donnée de la portée. 
L'avantage aurait été, au contraire, pour les balles allongées, si l'on 
eût tiré, à la même distance, sous un angle différent, préalablemient 
déterminé par l'expérience pour des balles de cette forme. Dans ces 
épreuves , la vitesse du projectile s'élevait à 384 mètres par seconde ; 
la cible était un rectangle de deux mètres et deux tiers de mètre de 
côtés ^ les axes des balles aplaties avaient o",oi467 et 0",oi693 de 
longueur, et ceux des balles allongées o"',oi69:2 et o"',oi9i8. Les hé* ' 
lices de la carabine, au nombre de six, faisaient un tour entier sur 
une longueur de 6», 226, et par conséquent (n^ 29), les balles tour- 
naient sur elles-mêmes avec une vitesse de 61 ou 62 tours par se- 
conde. 

(34)- Les intégrales que renferment les expressions de U et V con- 
tenant, sous le signe y, d'autres intégrales Ai et A^ qui ne peuvent 
pas s'obtenir sons forme finie , il s'ensuit que le calcul des valeurs 
numériques de la déviation S" et de l'angle b se rapporterait aux qua- 
dratures doubles, ce qui le rendrait très pénible. Mais par le pro- 
cédé de l'intégration par partie, on peut, comme on va le voir, ré- 
duire A| et A3 en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
du rapport 7^. Or, malgré la petitesse de «, il arrivera souvent, et 
je supposerai en effet, que ee rapport soit une assez petite fraction 
pour rendre ces séries très convergentes , du moins dans leurs premiers 
termes. C'est ce qui aura lieu effectivement dans l'application numé- 
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riqne que notis feroos plus has à F^xemple que l'on vient de citer , où 
oe rapport y sera à peu près -an 25*. 

Ainsi , en ayant ëgard à .rexpression de l'angle \ compris dans les 
intégrales A^ et P^ (n^ 29) , M en faisant 

cl 

nous aurons 

/Lcadt t=: p (i -H f^aty dX/y 



et à cause de (p? 26) 
il en rësultera 

A, .»a:^ [(b ^ g') (1 —OOS A,) -- g^/Cl -.- ^'Sin aAI» 

les intégrales étant prises depuis A^= oqui répond à f = 0. En inté- 
grant par partie autant de fois qu'on voudra , et remettant toujours 
sous les signes/, la valeur précédente de dt , il est évident que chaque 
nouvelle intégrale acquerra le facteur p, et que Ai et Xi se trouveront 
réduites en séries ordonnées suivant les puissances de cette fraction. 
On aura, de cette manière, 



/(i -^- /ttaf)*cosA^/ZA, = [i — i.i.3.p^(i -t- /LLOty 

-+- i.2.3.4.5.p<(i -4- fjLaty — etc.] (i -4- fMi*)^sin A, 
— [i.a — i.!i.3.4.p^(i ^ fjuzty 
-t- i.2.3.4-5.6.p4(i H- /utaty — etc ]p(i -4- /uuity^i — cosA,), 
/(i -h fjurty^m hfdhf == [i — i.a.3.p'(i -4- /juaty 

1 . 2 .3. 4-5.p*(i -^/Ltaty^ etc.](i -4-^a<)*(ï — cosaJ 

[1.2 — i.2.3.4.p*(i -4- f^uity 

i.2.3»4-^-^-P^<-^/^0^^ etc.Jp(i-4^/M»*)^sinA,. 
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Je substitue ces valeurs dans celles de^i et p^y et celles-ci ^ dans 
les expressions de U et Y ; je fais en outre t=il! dans ces expressions , 
et j'étends ^ en conséquence ^ les intégrales qu'elles renferment y depuis 
^ = o jusqu'à t=ilf. D'après les valeurs de p et de/, on a 



fUL ? 



au moyen de quoi , il vient 



P et Q représentant des séries ordonnées suivant les puissances de p, 
savoir : 



P = [(i 4- fjtaty — i]sinA, -h a/)(i + fjMty (i — cos aJ -4- etc. , 
Q =: [(i -♦- ftaty — i] (i — C08 A^) — ap(i -»- fjuiif sin A, -♦- etc. 

Les intégrales des parties indépendantes de sin A^ et ces A^ s'obtien- 
dront sous forme finie; on aura, par les règles ordinaires, 






^ [(1 -H A*«<')^ - I] , 



etc. 



Les intégrales des parties dépendantes de sin A, et cos A, se réduiront, 



r 
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comme celles qui entraient dans les expressions de Ai et A^ , en séries 
ordonnées, suivant les puissances de p; mais si Ton s'arrête dans les 
▼aleurs de U et V , aux termes dépendants de la première puissance 
de p inclusivement., ces intégrales des parties périodiques disparaîtront, 
et , à ce degré d^approximation , Ton trouvera simplement 

Cela posé , je fais 

I -4- fUlf = ^f 



de sorte que e» soit la valeur numérique de la formule (S). Jç mets 
ensuite la valeur de Y dans la troisième formule (R), égalée a zéro, 
où Ton fait t = tf ^ et oh l'on supprimera le terme dépendant de Y^ 
Il en résulte 

*log«-t-ê^(i -*-s«X*og«-i«-^-i)^i.(*-Hg')log-«, (T) 

pour réquation qui servira à calculer Tangle de tir 6, correspondant 
à une longueur donnée <ar de la portée, comprise dans la formule (S). 
D'après les valeurs de p et de U , l'expression de ^ du numéro pré- 
cédent donnera , en même temps , 

^ (log . - i «• -,- D, (TJ) 

pour la déviation horizontale du centre de ja balle , au point où elle 
atteint là cible. 

(35). Quand la valeur numérique de ^aura été calculée, il faudra , 
poar augmenter la justesse du tir et atteindre plus sûrement le point 
£ de la cible , viser vers un autre point E^ de la ligne horizontale pas- 
sant par £ ^ à droite de E quand la valeur de ^ sera positive , à gauche 
lorsqu'elle sera négative , et de manière qu'on ait EË^stcT, abstraction 

faite du signe. 

Si l'on veut déterminer cette distance EE', par l'observation et sans 

32 
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rieci enpruntfN: da calcul y oa tirera d abord un graûd iMmbiie de 
coups*, en risant aussi bien qu'il sera possible vers le point E^ à la 
méiiK d^tanee OE, avec une même vitesse initiale, une ménM ca«* 
rabine, et des balle» qui seront tontes semblables et de même poids , 
mais en faisant varier langle de tir. Le plan de la cible devra être 
assez grand pour qu'elle soit atteinte à chaque coup. On y mènera 
par le point E deux axes, l'un horizontal et l'autre vertical, aux- 
quels on rapportera , comme dans le n** 33 , les coordonnées des 
points où le centre de la balle viendra toucher. On prolongera cette 
série d'épreuves jusqu'à ce que l'on ait obtenu un angle de tir pour 
lequel , dans un très grand nombre de coups ^ la somme des ordon- 
nées verticales^ divisée par ce nombre et en ayant égard à leurs signes^ 
scHJt une ligne très petite, relativement à la grandeur des ordonnées 
moyennes» Ce sera l'aagle de tir qui népond à la distance OË et à 
la vitesse de projection données; il dépendra, comme on Va dit plus 
haut , de la forme des balles,, et devra coïncider avec l'angle b déduit 
des équations (S) et (T) , ou en différer très peu. En tirant ensuite un 
autre grand nombre de coups, sous cet angle, à la même distance , 
avec la nciéme arme , la même vitesse initiale et des balles pareilles aux 
premières, la somme desabscisses horizontales, divisée par leur nombre 
et en tenant compte de leurs signes , exprimera la déviation horizon- 
tale , positive ou négative , qui devra coïncider exactement , ou à très 
peu près, avec la valeur de S déterminée par l'équation (U) : en la 
prenant avec un signe contraire , on aura la distance EE^ Si la cible 
n^avait pas une grande étendue, cette déviation influerait sur le 
nombre de fois qu'elle serait atteinte dans un très grand nombre 
d'épreuves ; mais si l'on connaissait seulement le rapport du premier 
de ces nombres au second , cette donnée ne suffirait pas pour qu an 
en pût conclure la grandeur et le sens de la déviation. 

(36). Pour donner une application numérique des équations (S) , 
(T) , (U) , je choisis l'exemple du n^ 33 , dans lequel on avait 25o mètres 
pour la portée, 384 naètres par seconde pour la vitesse initiale. 
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o",oi635 pour le diamètre moyen des balles aplaties, et tf*,(Mi35 
pour la différence de leurs axes; ce qui donne, d'après le n® !i6, 
— 0,09174 pour la valeur de § qui s'y rapporte. On avait aussi 6»,a26 
pour la li^ne dési^oée par i, et, par conséquent, 38o,8o pour 

le rapport ^ de cette longueur à celle du diamètre moyen. Le pins 

généralement, on prend j pour la fraction n qui entre dans le coefficient 

de la résistance (n^ a5); je prendrai aussi 8n5o pour le rapport 5 

de la densité du plomb à celle de l'air, dans l'état le plus ordinaire; 
il en résultera 

o, oooo54S5 

et si l'on fait , dans notre exemple, 

m =■ aScT, a/ =o»»,oi635, 
on en déduira 

MOit es 0,83409; 

an moyen de quoi l'équation (S) deviendra 

I H- fiaf =8s= 2,3027 ~-{i,2359)f. 

En prenant la seconde pour anité , on aura 

a = 384" 9 fux= 1,281 16 ; 
et à cause de 

f = — 0,09174, 

on déduira de l'équation précédente 

1! = i,io53, 

c'est**à-dire , à très peu près une seconde et un dixième ; résultat que je 
ne peux pas vérifier, parce que la durée du trajet n'a pas été observée. 
Toutes choses d'ailleurs égales, si l'on changeait le signe de i, cette durée 
serait réduite à un peu moins d'une seconde ; ce qui tient à ce que 
l'air oppose moins de résistance au mouvement de la balle allongée 
qu'à celui de la balle aplatie. 
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On trouvera aussi 

c = ^ = 387,53, p = ~ = — 0,02248; 

en sorte que p est effectivement une petite fraction , comme le suppo- 
sent les ëquations (T) et (U). 

La valeur de co relative à la balle aplatie ^ qu'il faudra employer 
dans ces deux équations , sera 

0» = 2,4i6o8. 

En ayant ëgard à la diminution de poids qu'une balle de plomb 
éprouve dans Tair à Tétat ordinaire , et la seconde étant Tunité de 
temps, cofome dans les valeurs précédentes de a et /ta y je prends 

g = 9-^80750, 
pour la mesure de la gravité; il en résulte (n^'26) 

é^ =^ iïJra = 0,009968. 

Maintenant, au moyen de ces diverses valeurs, l'équation (T) donne 

b =: 0,017573 = 60^25" r)j • 

ce qui s'accorde aussi bien qu'on pouvait Tespérer avec l'observation 
qui a donné ô^fio" pour cet angle b. 

La différence d'à peu près 2^ qui existe sur cette valeur , entre le 
calcul et l'expérience ^ peut être attribuée , soit aux erreurs de l'obser- 
vation , soit au degré d'approximation où nous nous sommes arrêtés , 
relativement à la fraction s, égale à un 11* dans notre exemple, et 
dont nous avons négligé le carré. Toutes les autres données restant les 
mêmes, si Ton changeait seulement le signe de s, on trouverait 48^10'^, 
pour la valeur de 6; de manière que cet angle , relatif à la balle allon- 
gée, serait moindre que celui qui se rapporte à la balle aplatie; ce 



(^ Par uae erreur que Ton avait faite dans un premier calcul , on a mis Sg'^" pour cet 
angle , dans le préambule de ce Me'moire. 
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qui tient à la même cause que la difiërence entre les temps du trajet 
des deux balles. 

De la formule (U) , on déduk^ en même temps^ 

<r =s sp 0,00201 • 

La moyenne des déviations horizontales dans la série d'épreuves 
que nous avons prise pour exemple , était donc d'à peu près deux milli- 
mètres y à la droite ou à la gauche du soldat , selon que la partie su* 
périeure de la halle tournait de gauche à droite ou de droite à gauche ; 
mais comme la cible avait deux tiers de mètres de largeur, cette dévia- 
tion n'a pas dû influer sur la proportion du nombre de coups qui ont 
porté; et vu sa petitesse, il aurait été impossible de la déduire des 
écarts de la balle , si on les eût mesurés à toutes les épreuves , ainsi 
qu'on l'a expliqué plus haut. 

(36). La supposition du n^ 2g, relative à la grandeur de la vitesse c, 
et d'après laquelle nous avons formé les intégrales des équations (N) 
et (O), n'a plus lieu dans le cas où les rayures de la carabine sont 
parallèles ; ce qui rend nulle la vitesse de rotation de la balle à Tori- 
gine du mouvement , et conséqoemment aussi ^ chacune de ses trois 
composantes. On a donc alors c = o ; au moyen de quoi ces équa- 
tions se réduisent à 

et pour déterminer les quatre constantes arbitraires que renfermeront 
leurs intégrales , on aura 

pour t= o. Le mobile n'ayant pas de rotation quand son mouve- 
ment commence , on pourra prendre pour la droite 6L à cette époque, 
celle que l'on voudra des deux parties de la droite suivant laquelle 
le plan des x, et j', coupe le plan des a: et ^ j pour fixer les idées , je 
prendrai la partie située à gauche du plan des x et z, ou qui fait 
avec l'axe des a; un angle très peu différent de 270®; et le demi-axe 



de figura Gje, aéra ajlprs celui qui est compris dans lu partie anté- 
rieure du projectile (n^ 28). L angle donne h sera positif ou négatif 
selon que Gjk, , dont il exprime l'inclinaison sur le plan de a: et ^, 
tombera au-dessous ou au-dessus dé ce plan horizontal; langle i, 
aussi donné , sera celui que fait le plan vertical de ce demi-axe avec 
le plan des x et z y oèi est comprise la direction initiale du centre G : 
il aura une valeur positive ou négative, selon que le premier plan sera 
situé à droite ou à gauche du second. Pour que Gz, coïncide avec 
la direction de G , il faudra qu'on ait A = o et A = — b^ en dé- 
signant toujours par b Fangle de tir compris entre cette direction et 
Taxe des x. Enfin , ce sera le signe supérieur que Ton devra prendre 
devant C» ^^^^ ^^ troisième des quatre équations difiërentielles. 

Cela étant, si Ton élimine p et q entre ces quatre équations, que 
Ton mette pour A sa valeur, et qu on ait égard à celle de Ç (n^ 26) , 

on aura 



V c= O. 






En intégrant par la méthode ordinaire , il vient 

9k l'w d^gP«.pftr A, B, A', B', les constantes arbitraires, et où l'on 
fait , pour abréger, 

qiWLUtité qwe Tp» supposera positive , pour fixer les idées. 

A moip* que la fraction s ne soit extrêmement petite , m sera un 
nomJ>re assez considérable pour que la puissance m de i -h fiat 
devienne une très grande quantité pendant la durée du mouvement: 
4^s l'exemple du numéro précédent , on aurait à peu près m = i5 , 
lors ïftèroe que cette fraction ne serait que le lo* de ce qu'elle était, et 
(n_^af) surpasserait un million , par exemple, bien avant qu'on 
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eàt t^lf. Pour que les angles 6 et Y demeurent constamment très 
petits 9 et les vitesses p et q aussi très petites y comme le snpposent 
les équations (N) et (O) y il faudra donc que cette puissance disparaisse 
des formules précédentes ; ce qui exigera que Ton ait A = d et 
A^ == o. Gomme on a 



o, 



pour ï = o , il en résultera B == -^ et B'-= o , en négligeant le der- 
nier terme de la première 'formule , et remplaçant par — m 
l'exposant ^ — m. A un instant quelconque, on aura, de cette 
manière , 

0=^ (i-+.A^aO"""-C, Y = o; 



et à Torigine du mouvement , on aura , en particulier , 



A=^ — A, A = o; 



en sorte que ce n^est pas dans le cas où Taxe de figure du mobile 
coïncidait exactement , à cette époque, avec la direction du centre G , 
et oii Ton avait A =: — A et A: = o , que cet axe demeurerait à peu 
près parallèle à lui-même pendant tout le trajet du projectile. En 
vertu de l'équation Y =s o , cet axe ne sortira pas du plan des x et z j 
et d'après la valeur de 6, qui approchera de plus en plus d'être égale 
à — Ç , il approchera de même de coïncider avec la tangente à la 
trajectoire , dont il ne s'écartera pas sensiblement dans la plus grande 
partie de ce trajet. 

Pendant toute sa durée , on aura 

p =s= ~- 2g^'^a(r^ ^af)""""' — ^, g==Oy rc=ao, 

pour les trois composantes de la vitesse de rotation , qui aura lieu , 
par conséquent , autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical 

des a:etZy et qui s'approchera très rapidement d'être égale à — -^ , 

c'est-à-dire à une quantité indépendante de € , pourvu que cette frac** 
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tioa soit , comme on vient de le supposer , assez grande ponr rendre m 
un nombre considérable. D'après la valeur de Ç, on aura 

p = i^/MU (ï -h ftalf), 

pour t = /'. Dans Texemple du numéro précédent , cette vitesse 
finale serait d'à peu près un tour entier en 102 secondes. 

En vertu des valeurs de et W , celles de T, T', T", du n^ 3i, 
qu'on devra employer dans les équations (L) , seront 



T=:6, T' = o, 'r' = -M(x4-,*ae)-'"^-aC, 



en prenant le signe supérieur dans la valeur de T", qui avait le signe 
ambigu =F. L'expression de x restera la même que dans ce numéro; 
on aura j^ == o , de sorte que le centre G ne sortira pas du plan des x 
et z , non plus que Taxe Gz^ \ ce qui devait être , en effet ^ puisque 
tout est semblable de part et d'autre de ce plan vertical. Les intégra- 
tions indiquées dans la valeur de z^ s'effectueront sans difficulté; et 
dans cette valeur, en fonction de t et sous forme finie qui en résul- 
tera , on supprimera les termes qui auront m^ pour diviseur. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce cas particulier qui ne 
saurait se rencontrer dans la pratique. Dans le tir de la carabine a 
rayures parallèles , pour peu que Jes angles A et A s'écartent des va- 
leurs précédentes ^ 4 et zéro , ce qui ne manquera pas d'arriver , 

on ne pourra plus supposer, comme dans le n^ 27, que la balle tourne 
constamment autour d'une droite, qui s'écarte très peu d'un axe prin- 
cipal et soit toujours à très peu près parallèle à elle-même. Pour 
déterminer alors le mouvement de rotation et son influence sur celui 
de translation , il serait nécessaire de recourir à des approximations 
très compliquées que j'abandonne à ceux qui vaudront s'en occuper. 

La longueur de ce Mémoire m oblige d'en ren\fqyer la suite à 
un autre , dans lequel il me restera à considérer t influence de la 
non-homogénéité des projectiles sur leur double mouvement de rota- 
tion et de translation. 
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SUITE 

PU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 



Tjes causes principales auxqu^tlœ on a attribué les déviations ob« 
servëes dans le tir des projectiles de Partillerie ^ sont , comme on la 
expli<{uë dans le 'préambule du Mémoire précédent, le frcHtement du 
mobile contre Faîr, tanonnsphéricité parfaite, sa non^homogiéiiâlé^ On 
a examiné , dans le deuxième et le troisième paragraphe , ka effets 
du frottement et de ia figure , et l'on a renvoyé à un quatrième 
paragraphe, dont "cette auite sera composée, Texamen des effets 
qui peuvent être dus au défaut dliomogénéitét Noos supposerons 
alors gue le projectile soit une sphère dont le centre de gravité 
s^écarte un peu de son centre de figure , k raison de la non-homogénéité 
de sa masse. Dans ce cas, les ^nations différentielles du double mou* 
vement de trân^latiod et de rotation obt ivoe fornw plus. simple que 
quand il s^agit d^un co^ps homogène dont la figure n'est pas exacte- 
ment sphériquè. €iq>endant, leur application au tir de la carabine 
rayée en hélice présente de pl)is 'grandes diificuités. En effet , dans le 
cas de ta balle allongée on aplatie , on peut supposer que la rotation 
produite par les hétices de l'arme, a lieu autour de Fa^e de figure de 
la balle ^ ce qui facilite beaucoup Tint^ration , par ap{Kieximation , 
des équations diffëreutiellés du double mouTtonent ; . au contraire, 
pour une balle sphéfique^ non homogènp , ^la rotation initiale peut 
avoir lieu autour d'un ax0 très difiérent de' la droite qui contient les 
centres de grarité ètde figure du projectile: l'axe de rotation n'étant donc 

2) 
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point, en général , un des axes principaux de la balle , il se déplacera 
continuellement dans l'intérieur du nfobile, c ' es t - à -* d ire qu'il a>ïn** 
cidera successivement avec des diamètres <{ui s'écarteront beaucoup de 
sa direction initiale , et cette circonstance rendra bien plus difficile la 
détermination approchée du mouvement. D'après les différents cas de 
ce mouvcyii^t, (|ie'Yoa p«ut imiter $avf retiburir à àfis calç^lf trop 
compliqués , on reconnaît que I'i»fluence' de la petite distance des 
deux centres de la balle sphérique , non homogène y est beaucoup 
moindre^ sur son mouvement de translation et sur la justesse du 
tir de la carabine, que ne peut l'être, toutes choses d ailleurs égales, 
celle de la non-sphéricité d'une balle un peu aplatie ou allongée. 

On a aussi appliqué, dans ce MCQod Mémoire 5 1^ ^UAlipns du 
mouvement des projectiles dansi Vviv , 4n tir de la bppfibe sphérique^ 
mais dont ies centres de figuré 4t de gravit^ «'Citent uii peu l'up 
de Vautre , à raison de sa ftoceboAiôgéo^Ùé. I^ «pnisféilli^w^ géwérsile 
à laquelle on parvient, est que cftte p^tUi? (gLceintriçîté u'a; qu'une 
influ^noe négligeable su,r le mouvement d^ tr^ufiJI^tif^n dx|i.pr9Î/QCtile , 
et coQséquemme&t sur la juatease du tir d« la l^^nl^ Poiur que cette 
influence devint senaible, il Ik^âwX quaM komhe, ^t reçu à l'ori- 
gine du mouvement ntt^ vltewe.4e rototicyi^ j¥xtid4f90QMPt gi:9^e^ q^ 
qui n'a pas Iteo dans la pratique, lot âàHWi^Af» à^\_fffft^ti^/^ I4 
bombe non homo^ne iaflo» bcMumiip, #|i .cqnts^irf», :fur Sftp, mou- 
vement de rotati(»« Mais, à ci«t .<«^vdj.c«:$er#i| lw^ er^nefir ^^ croire 
que, dans ce mouvcipent^ la 4r«i(0 qoi jcHif^ ^f^ 4fm:j^i|^ bsade 
à devestr verticale, et b eentre dtt ^i(vi44.t ià 44(9cei^e ««-de^.u^ 
du centre de figure: an se doit ^s. pcrdte do v^^y m jeffè):^ que 
c^est «at<iiiir dju -pmmwtr de «ps 4epx: ccwlrmk ^^> \^ htm^ IQW9«> 
ccymme si oe point était fixe et e» verfett id^^filN^flfs qtû'I#^Uicit«;Q^; 
or , le poids d'un corps ne. saurait ioâser f|ur le oxpuvf^n^t »ntfiVT 
de son centra de gravite;; «fc ce maoFeBieQt '|i« pav-t 1^. mP^iCbé^ pej»- 
dant la durëe-du tnajet dn prigecttilâ <fa(» p«ir lÂ vé^tamç^ d^ Vfi.^^ Sj 
la rotation ininiale était nulle, ta droite (fiti j»ni Im^^Wf- ft^PP^ 
demewoniit, dans le vide , parall^ à eU«-*m^iO(9 .p#QfU9t M^flte ceU« 
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Aur^; daM l^iûr-^ k résist^ttce d» %Lida chftqgenait ladi^eotioa^e 
cette droite, et tendrait à la ramener , non pas à la directtfÂ . verti*« 
cale, mais à celle du mouvement de tranâlation. Dans le cas d'une 
vitesse ioifti^e de rotation, la ^droite dont il s'agit pourra faire des 
rëyolutions entières autoiur du centre de gi*avitë, ou de sjmple^ oscilr- 
lil^ioD^de part et d'autre de la tangente à la trajectoire de ce point; 
.mais ce $era Ijoujours aux instants où elle coïncidera avec cette tan- 
l^nte, que sa viiesse de rotation atteindra son maximum j de même 
que cela, a lieu dans le mouvement du pendule simple, lorsque sa 
direction vient à passer par la yerticale* 



■ • ; ' ■■ 



> i 



^ ly. Jn^^encc de Ui inon-hpmogénéité du projectile sur son double 

moHi^ement 4^ rotation et de translation. 



{3H}. Dàés lé ^rag4*a^hiB préèëdcnt, houf «tous aj^liquë les 
^qualTôtii générale jckô bë AKi^blemcWMttiient, dans an floide insistant, 
au cfâs oÀ le ptôjetetâle s'<!«arte très pmi de l'btomogéoéite -et de la 
"fbnttfe 'é|)1iëî'iq«e. Eîi desi^gnàTit «ildtft 1^ p le ràj^n veotMir OM d'mi 
point queléonqu^lll de 4a sai^ftoê , «o « 



I » 



f ' 



f ^..^(*r.H- «")r 



2 étant le rayon de la splieite, ëquivjiléùte feïi vblum'e k celui dû àiobile, 
s une très petite fraction , et U une fonction des a'ûglés qui détermi- 
nent la direction de OM par rapport aux trois axes principaux Gx^ , 
G/^j CfZ^j de ce corps ^^ qui se coupent à son centre de gravité G. Si 

- . * ■ 

Ton fait, comme dans le n'^ 21, 

coa.MGx, = a', cosM(^, = fJt! ^ cosMCjc^ =^ ^ ^ 



de sorte qu on ait 



^^ -h ^'^ ^ r'^ =ap I , 

23» 
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Us coordomiëes ^,y ^,9 ^/> ^ point M ^ relative à ces «les^ auront 
pour valeurs 

et la quantité p pourra être regardée comme une fonction de hf, f/j /, 
donnée par Pëquation de la surface du projectile. ' 

Nous avons aussi, dans ce même paragraphe, fait abstraction du 
frottement du mobile conti*e Fair , dont les effets avaient éié déter- 
mines précédemment; et les équations générales des mouvements 
simultanés de rotation et de translation , se sont réduites , en consé- 
quence, aux équations (A) du n^ cité. Mais pour effectuer les inté- 
grations indiquées par y) dans leurs seconds membres, il est nécessaire 
de faire une hypothèse particulière sur la fonction u , ou sur la forme 
du projectile : afin de connaître Finfluence de la nonnsphéricité sur 
son double mouvement , on a supposé dans le n^ ^3 , que ce corps 
était un ellipsoïde homogène; maintenant, pour déterminer l'in- 
fluence de sa non-homogénéité ,• nous supposerons qu'il soit une sphère 
hétérogène ^ont le centre de gravité s'écarte tr^ peu de son centre de 
iigure. En désignant par F k second de ces deux pointa, la droite GF 
pourrait s'écarter des trois axes principaux , et faire des angles donnés 
avec ces droites; mais afin de simplifier les cs^culs^ je supposerai 
que GF coïncide avec l'une de ces droites , par exeilkple avec le demi- 
axe Gz^ ou avec son prolongement. La longueur de GF devant d'ail- 
leurs être une très petite fraction du rayon /, on prendra pour le 
rapport de GF à ce rayon , la fraction § , qui sera regardée comme 
une quantité positive ou négative^ selon que le point F tombera sur 
Gz^ ou sur son prolongement. De cette manière , nous aurons 

Çz, - il)^ -H r? -^ < = ^y 



pour l'équation de la surface du projectile. 

En y substituant les valeurs précédentes de x,, /y, ^/î la résolvant 
ensuite par rapport à p; et négligeant le carré de i, on en déduit 

p = /(i 4- f/);. ^ 



DBS PRCNTBOTILfiS DANS L'AIR. l6t 

en sorte que , dans le casque nous omsidérons, on awra simplement 

I du du du 

«'=»', y =?»> ^ = ®» a? = o- 

« 

La formule (E) du n^ ai donnera, \jgT conséquent , 

V =: (i -+ «/)^eos Ç — •«' H- «(^y — p^*), 

•s 

pour la vitesse du point M normale à la surface y ou dirigée suivant le 
prolongement du rayon GM. Elle ne dépendra p^^ de la vitesse de 
rotation r autour de l'axe principal qui contient le point F; mais elle 
dépendra des vitesses p^q autour des deux autres axes Gx, et Gy^j 

ainsi que de la vitesse ^ du point G^ etde sa^ oomposante ;s^ suivant 

Gz,(n«7). ♦ 
Les équations (G) et (D) da n" ai , se rëdu iront à 



Z^CÙSfl, 


r,^ 


cosy^ — 


*/^', 


x^ cos r; 


— iS^COSA^ 


"■• fCA j 


XCOSA, 


— X^CÙSU, — 


■■ 0, 


cos A =s 


X^(l 


-4-rO- 


•>, 


COS/U = 


A^ 


-^•0 


- .7', 


cos f =:: 


f"(l 


-h ./) . 


-.y. 



Quant aux valeurs des six quantités A% ;«% /, a''^ /^'', /', elles seront 
toujours etpifimées par les formules (F) et (G) du même n^ si. 
Enfin, nous aurons 



d(T =.^ i*(i -f- aii/)sin ÇûfÇt/tf, 



\ 



pour la valeur de dlr du u^ 22. 

Au mojeu de ces diverses valeurs, on formera les expressions des 
quantités comprises sous les signes f^ dans les équations (A). Ces 
intégrales, relatives aux angles C ^^ *> devant s'étendre à tous les 



ptfififâ 4ê fliémi^p^re a^f^ifeUt' Aa ^ôjeétite, 6À lëé prëttdbâ depuis 
^ = o et *i = o , jusqu'à ^= \7r et w = a-zr, en dësiguant à l'ordinaire, 
par TT. le rapport de la ctft^onféçisnce hii^flianiètre; et les intégrations 
s'effectueront immédiatement. 

(39). Considérons en premier lieu les trois dernières équations (A). 
En représentant par IV h densité mtVjreane du projectile, sa 
masse m sera 

I • ■ 

Si Tôb Sup^dâé, t»dUr ^lud VLè âîkh{)tidtê , sa cbùstitutbh ^j^étrrque 
aùWrfr de l'àife Gi,, ses inôtttfents d*i1iertîe pat l'apport aux deux 
antres aies Gâr^ «t.G^^^iAepént ëganikyos^ l'en aut*a, ^uo* SM trois nio> 
ments d'inertie principaux , * ■ 

■ « 

• *'•}■■ * • 

en désignant par ^^ et k^ des constantes ^donpées dont les valeurs 
dépendront de cette constitution ^ et dont ;^Qua représenterons par k 
la différence X/ — k^ positive ou négative^ 
A cause de 

f,(.y,cosX, — x,sin/tA^r/<F «o o, 

la dernière des équations {A) ise^'éduira k i//7s$i^a;^^ki, ropuéaentaiiA 
par c une.çpnstdQte doqqée^ on bur^ douiC r<FSf c; pv coiuséquent^ k 
rotation autour de l'axe Gz^ sera uniforme pendant tQulela ^urée du 
mouvement; mais cet axe, fixe dans l'intérieur du mobile, pourra 
changer continuellement de direction darrs Tespface. A raison de A=B, 
tous les rayons du mobile, perpendiculaires à G^^, seront des axes 
principaux 2 pour fixer les idées, on prendra pont 'Gx, lie tayon qui 
coïncidait à IWigiiïé «dû itiou^emeût , avec là di-oite OL 'dirigée à 
cette êpùcpï^j vers le niœud ascendant L du plan perpendiculaire à Gjj^, 
sar te plftn horizontal; de qui rendra la constante c positive (n^ :î). 
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puisque la rotation autour de Gz^ aura lieu alor» de Gx^ ou QL, vers ^ 
6j^ qui se t(OjijiYer% au-d^as^ de ce ^eçond phxi j et quapd 1« premier 
sera aussi horizontal, et conseq^iemment la droite Gl^i^n déterminée, 
on pourra toujours prendre ' oette droite et tes deux dômirâxes Gx, 
et Gjr^ (n<* i4), de manière que la vitesse c soit encore positive. 
Pour ;f = o, on aura 9 = 0. Excepté le ci» oh la rbtàtton initiale 
aura lieu auftow d« ^L tûêiÉ^ , • t'^ftgN 4 '' ^ ^^ ' *^^ tloMM) jms 
ambiguité; l'angle dièdre, aigu ou obtus, formé par )f^|4f(i;;f,^a/^le§ 
plans 7;GIj et %*GL , sera aussi donné ; ce qui fera connaître la partie 
de Taxe de figure da mobile qu'il faudra prendre p^pur Gz^ , c'est-à- 
dire, si cette partie est ou n'est pas celle qui contient le point F., Dans 
le cas d'exception, le nœud ascendant l[v;iii|^ 3^^,. p)ps j^t^çprxif^^p qq 
pourra prendre indifféremment pour GL , l'une ou l'autre des deux 
parties de l'ii^terse€tjlo*i i^u plan 4e Gkx>. ejL Gjç^ , ^yec U^ plan hori- 
zontal; ce qui donnera lieu à deux valeurs initiales de l^ngle LGx, 
différentes de '180° l'anè de P^idtre: potur fixer les idées, nous prendrons 
pour GL la partie de l'intersection des deux plans , qui fait un angle 
aigu arec kd)ro}téGxw Ckfo dëtailkiitaMiii} •néteanim fiDiar fv9» 
disparaître toute ftmi^igaittf^âatit'iasdfiiii^s imtiaAes 4^^ pinoblème^ 
La quatrième et la cinquième équation (A) deviendront 



■ 

en continifant de n&liger \fi cafrë de <; et faisant pour abrëger 






de sorte qu* ' féptiiMnite aetiMilencnt nme li^M dWoe lanceur 
donnée. B'aprés les formales (I*^ et (G) du n* ^i , on aura d'aïHeurs 



iS4 sv^ ^> afOtrV'BMSNT 

/.''/p"V 008» C ain Ç^i^rdi» = ;^ (^ -^ A,€' -h A,€«). 

« 

I^ quantités hy hi, A, 9 sont }es coénus des angles^ que fait la 
dinctioa d» k vitesse -gj/da point G (»• îa), ftvee l«s ases des x, j^, 
jc ; on aura donc 

par conséquent^ il en r^ultera 

pour les équations du mdUTament de rotation ^ auxquelles on joindra 
les équations (i) du n^ a^ qui pourront s'écrire ainsi \ 

— = p cos ^ — ^ sin 9 , 
sin ^ =3 — p sîn f - g cos%, \ (a) 

__CH-COB7^^. 

On peut remarquer qu'ei^ vertu des équations (i3) dp n^ ^, les quan* 
tités comprises entre les parenthèses^ dans les seconds menibres de ces 

équations (1)9 sont les composantes pc^ et y de la vitesse ^, suivant 

les axes Gx, et G^,. 

' (4o)< OccvponsHQOus maintenant des trois pfB^af\\è^ éqaaiipn^ (A)^ 
qui sont propreipent les équations du mpuyenrieot de translation. 
Les intégrales qu'elles renferment auront pour expressions 
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/, V- cos Wcr =f:'f:' [(I ^ M) >i'ir % COS. C 



r.^*' 4. . il./i /«& 



— «>/• ^ COS. Ç - aeZ-AV f cos Ç 

-4- liP {qh' - piu') a"^ cos ÇJ sin C^W'ii 

/ Vcos^ =/;'/r f7i -H 5./) ^"fc ^ cos'C 

* 

- «y/- ^! c6s. ç - 2^yy ^ cos ^ 

-H 2f^ (^V — ;;/*') lu" I cos ÇJ sin Ç<//ii , 

/. V- cos "^ =y;7;' Kl -^ 5./) ,'r % COS. ç 

-•y'/'^cos-C-a*iW|cosÇ. 
a.P (^y - ;iy) / I cos Ç j sin ^<di, , 

en négligeant toujours le carré de «.J'y substitue les formules (F) et 
(G) du n" 2 1 , à la place de /, /u.', /, a", a*", »" ; puis j'effectue les in- 
tégrations indiquées; il vient 

, É • • • 

/^ y. cos A«fo- = i ^/^ *; A ^ a7r,/.^;A (7A H- y'A. + /A,) 

-^ T '^' ^* r7(A'* -t- ^'0 -H y(A'A; + hf'K) -t- /(a'a; -4- a"a;;)] 

-^1"^*^% KV» " Z^^) (2Â' -+- A'* -+- A".) 
/y. cos ^ = i ^/. *! A, ^ 2^,/. ^; A. (>:A -p yA. -^ y"K) 

-*- T*/ S^f>(A'A;-h Â''Â:)-4-y(A;'-+.A>)-+-/(A'A;-4- a';a-)j 

-^ î '^'^ I lin» - p^) {'^hh,+ h% ~f- K'K) . 

^ r^*' - p^') (2ÂÎ H- a;» -f- A» 

+ (7*"- ;»€") (2 A A -f. a; a; -f. a:à:)] , ' 

»4 



I- : . . «1 
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/V* COS fd<r = \ Tfl^ % A,-f- 2^«Z'^ A^ iyh -H yfh. H- y'A») 

-t- (7^»^ - /:ie") (aAî ^ *;• -+• *:•)]• 

D'après la nature des neuf quantités h^^h^^ etc. , du n^ 1 2 , elles 
sont liee3 entre elles par les équations 



A* + a; + a; = I , h\^ K' ^ A> = I , A, -4- K H- >^? = I , 
kh^^Hh\^K%=o, hh^^hfK^H%^Oy hA-^KK-^Kfh=o, 



qui permettront d'éliminer six de ces quantités des trois formules 
précédentes, et de ny laisser que h^ A|, ^, dont les valeurs sont 

ds ?'£^ ^- En observant que Ton a d'ailleurs (n^ 7), 

on trouvera que tous les termes de chacune de ces trois formules , in-^ 
dépendants de ;i et ^ , disparaissent excepté le premier , et que ceux 
qui dépendent A.ep et q ^ se réduisent à une forme très simple. En 
vertu des équations (i) , d où Ton tire 

a I 

et en substituant dans les trois premières équations (A) , les expres- 
sions , ainsi réduites, des intégrales qu'elles renferment^ nous 
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aurons 



'dF 



, dx ds d* dx d(p^ + q^) ^dê , _-, 



où l'on a fait , pour abroger , 



3nD 



de sorte que - soit j ainsi que -- , une ligne de grandeur donnée. 

La détermination du double mouvement du projectile dépendra 
donc de l'intégration du système des équations (i), (2), (3), qui 
n'est possible que par approximation. C'est à quoi nous allons procé- 
der dans les deux cas du tir de la bombe et du tir de la carabine , 
que nous considérerons successivement. 

(4i). Dans le cas de la bombe^ supposons d'abord qu'à Torigine du 
mouvement , la droite horizontale GL , que nous prenons pour le 
demi-axe Gj?^, soit perpendiculaire au plan vertical desx et Zy dans 
lequel le centre de gravita G du projectile est lancé (n^ 1)9 et que 
ce corps reçoive une vitesse de rotation donnée autour de Gor^et n'en 
reçoive aucune autour de Gy^ et de Gz,. Tout étant semblable alors 
de part et d autre du plan des j? et z, il est évident que pendant tonte 
la durée du mouvement , le point G et la section du mobile qui com- 
prend Gy, et Gz, ne sortiront pas de ce plan vertical. La rotation 
aura lieu constamment autour de la perpendiculaire à ce même plan; 
et comme on la dit plus haut, on prendra pour l'axe GL la partie 
de cette perpendiculaire qui fait un angle de 90® avec l'axe Gx. Pour 
une valeur quelconque de t^ nous aurons 

=.0*, <p = o, 4 = 90*», 

34<. 
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et en même temps (n® ^5), 

= ces 9, y — — sin fl, 
= sînfl, y = cosô; 

au moyen de quoi les équations (i) et (2) se réduiront à deux seule- 
ment , savoir : 

La bombe tournera donc autour de la droite Gx, de direction 
constante, mais avec une vitesse variable, égale à ^, positive ou né- 
gative , c'est-à-dire dirigée de Gy^ vers Gz^ ou de Gz^ vers Gry^ (n^ 2), 
selon que Fangle Q ou z^Gz croîtra ou décroîtra. La quantité comprise 

entre les parenthèses dans la valeur de ^ , étant la composante de la 
vitesse ^ suivant Taxe G/,, il s'ensuit que cette valeur sera zéro et que 

la vitesse p atteindra un maximum ou un minimum^ toutes les fois 
que Gr^, sera perpendiculaire à la direction de la vitesse du point G, 
ou que Taxe de figure Gz, coïncidera avec cetJte direction, quel que soit 
d'ailleurs l'angle ô qu'il fera au niême instant, avec la verticale Gz. 
On saura ^ à l'origine du mouvement, si le point F appartient au 
demi-axe Gz^ ou à son prolongement ; par conséquent, on saura aussi^ 
d'après le signe de cosfl à un instant quelconque, si le centre de 
figure F de la bombe , se trouve au-dessus ou au-dessous du plan ho- 
rizontal, mené par le centre de gravité G. 

ËQ éliraiDant/7 entre les deux équations précédentes, on aura 

^. = «^' il (ê cos ô -h J sin 9) , (4) 

pour l'équation qui servira à déterminer, quand la yitesse du point G 
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sera connue en. grandeur et en direction^ la valeur de 6 en fonction 
de ty qui exprimera la loi du mouvement de rotation. 
Si l'on néglige tout-à-fait la fraction i y on aura 

h et b étant des quantités constantes , pour lesquelles on prendra les 

valeurs initiales et données de ô et ^ j ce.qui çxigera qu€ les quantités 

dépendantes de f, que l'on ajoutera à ces expressions de d et p pour 
les compléter ^ soient zéro pour f = o. Selon que la constante b sera 
positive ou négative, la rotation initiale aura lieu de G^^ vers Gz,, 
ou dans le sens opposé, de manière que dans le cas de b positive, 
les points de l'hémisphère antérieur du projectile, tourneront de l)as 
en haut, et ceux de son hémisphère postérieur, de haut en has, tandis 
que le contraire aura 4ieu dans le cas de b négative. Pour fixer les 
idées, je supposerai que la constante Assoit un angle aigu^ ce qui 
revient à prendre pour le demi-axe Gz,, la partie de l'axe de figure 
qui se trouvait à l'origine du mouvement, au-dessus du plan hori- 
zontal mené par le point G , et qui sera celle qui contient ou qui ne 
contient pas le point F, selon qu'à cette époque, ce second point 
était plus élevé ou moins élevé que le point G • 

(4ti)« Les valeurs zéro des variables j*, 7, ^S font disparaître la 
seconde équation (3). En ayant égard en outre, aux valeurs de é et 
é" , les deux autres équations (3) deviennent 



d^x , dx ds 2f/* dp dx . . ds . 

cfl*^*^ dl dt 5 ^ ds ds ^ '^'^ dt ' 

d^z , dz ds ^ iktl^ dp dz . j ds , . 
de ^ ^ di di^ ^ S ^ ds ds^ ^^^ dl 



(5) 



Leurs seconds membres ayant )0 pour facteur, il s'ensuit que lexcen* 
tricitéFG de la bombe, provenant de sa non-homogénéité, ne peut 
influer sur le mouvement de translation qu'à raison de la rotation. 
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Pour les intégrer par approximation^ j'observe qu'en négligeant 
tout-à-fait f, on satisfait à la première de ces deux équations, en 
faisant 

Â = ^ î 

e désignant à l'ordinaire la base des logarithmes népériens , et a une 
constante arbitraire , pour laquelle on prendra la composante hori- 
zontale de la Titesse du centre G à son point de départ, ou corres- 
pondante à s =M>. Pour tenir compte de la première puissance de $ , 
je ferai donc 

li étant une nouvelle variable qui devra être zéro pour t=:o. En 
représentant par e» la tangente de l'angle que la tangente en un point 
quelconque de la trajectoire du centre G fait avec une parallèle à 
l'axe des «r menée par ce point, on aura 

r 

dz ds dx ^/Z — ! 1 



dx — *•' dt 'SI 



Au degré d'approximation où nous devons nons arrêter , c'est-à-dire , 
en négligeant le carré de f , on pourra substituer pour/' et Q leurs va- 
leurs précédentes , avec la première valeur de ^ , dans le second 
membre de la première équation (5) ; alors on aura simplement 



du 



^ :;= litlby/l ^ a,^COs{bt ^ V). (6) 



La valeur de ^ étant 



dt dx 



la seconde équation (5) deviendra, en ayant égard, à la première, et 
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faisant les réductions , 

^ ï = - ^ -*- '^^^ v/rir^'Lsin (Ai ^ *o- « <îos(*ï -H y)] r^ î 

en y. joignant Fëquation 



lix 



A 



et divisant ces deux équations membre à membre , il vient 

^ «-£/'^ (,-«,) +ie^ »/r+7 [«!(*«+.*')-• CM (4* 4 *oi«'", 

a* a* a 

OU, ce qui est la tnén^e cbose^ 



iHË. v^rih^[ain {bt -^y)~ »cos(Af -4- y)] c d$ , 



où l'on a daigné par Ala hauteur due à la vitesse a , de sorte qu'on ait 



a> t= i^h. 



En intégrant, nous aurons 



^. ilS^ f [sin(*f -+- y) — « cos (*f 4- y)] v/FTô^e'^ é& j 
> étant la constante arbitraire , dont la valeur sera 



iT-^tang«\/n-tang^<»-Hlog(tang(ft-HVi H-tang=^(*) 



v^ 
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en désignant par a la valeur de cà au point de départ du centre G, 
ou l'angle de tir du projectile , et supposant que les intégrales indi- 
quées dans réquation précédente commencent à 5 = o. 
En négligeant g, cette équation donne 



e*' = S/ifJih sjy — (ù\/\ -f- «• — log(û> -f. v/i -h- oi^^ ; 



si donc, on fait pour abréger 



I* * 



y — (ô \/\ -f-a' — log (» -f- V'i -h «•) = ^ , 
[sin {bt + A') — «cos {ht -h A')] v/i -h »• = R , 

on pourra écrire cette même équation sous la forme : 

^ e^' -Q=^mfQ^ud5-^it^1hy/\fKQds. 

L'équation qui donne la valeur de ^^ pourra aussi s'écrire de cette 
manière : 

■ ■ 

En en retranchant la précédente membre à membre, on aura donc 

doù Ton déduit 

udjp = ^ _ — — P, 



C>^ V , ^^3 



«^^ = -^-^p, 



ç« 



en faisant , pour abréger , 



® 
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dx dm 



D'après Fë^fuation qui donne la valeàrde ^ ^ ; on aura 



^ç« dt- V "*" ç*/ " s U y/gQ . 
d'où Ton tire 



■ • 



vr^=-['-.-^+1^#]|> (8) 



• t 



en observant que l'angle û> décroissant quand le temps ^augmente, il 
faut prendre le signe — devant le radical qui exprimerait la valeur 



A àm 



Enfin 9 on aura 



A» «'(i + ^or, . «P i^/v/^R 



C'-^-m^]. (9) 



pour l'expression du carré de la vitesse du centre de gravité G ou du 
mouvement de translation de la bombe. 

(43). Les formules (7) feront connaître par les quadratures^ les 
valeurs de j: et js correspondantes à cbaque valeur de co^ après quon 
y aura mis pour t ses valeurs approcbées et données par le premier 
terme de la formule (8), et pour m ses valeurs calculées ^ aussi par 
les quadratures^ au moyen de la formule (6). Ces valeurs numéri- 
ques de x et ^ serviront è construire par points, la trajectoire du 
centre G. La formule (8) déterminera de la même manière, le temps 
que G emploiera à parvenir en cbaque point de cette courbe. Gela 
étant, les formules (7) et (8), jointes à l'équation (9), renfermeront la 
détermination complète du mouvement de translation , du moins au 
degré d'approximation où nous nous sommes arrêté, c'est-à-dire, 
en négligeant les quantités de l'ordre de petitesse du carré de 1. Les 
parties de ces diverses formules qui sont indépendantes de cette frac* 
tion , coïncident avec les formules ordinaires de la balistique. 
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La quantité P que contiennent 1m termes d^mkUtûts de § , peut 
être simplifiée par l'élimination de u , dont la valeur en fonction de «^ 
résultant de la formule (6) en y faisant 

dépendrait en conséquence de deux quadratures successives. 
En effet 9 en négligeant $ dans cette quantité P^ on y pourra faire 



ds = \/i -^cù^dx = — n. ^ ; 



/•Ç" 



et comme on a identiquement 



Vi H- »'db = — ^</.^, 



il en résultera 



2/ufQ'uds == /ia/.Ç- = mÇ* — /Ç>*«?w; 
ce qui fera disparaître u de lexpression de P. 

En changeant u en cette autre quantité ^^ on aura de même 

Au moyen de la formule (6) et de la valeur précédente de dt qu'on y 
doit employer, on aura aussi 

Jb — _ ^^ v/r^T^cosCtt -4- 4')rf«. 
Gela étant, nous aurons 
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•é ... 

pour l'expression la plus simple de P. 

La valeur tiomërique de cette <|tiâtititë ^ CMmespouddnle â chaque 
valeur doou^ de â»^ exigerait nëautnoins un calcul très ptfmble; mais 

la considération du facteur 61 y^^ commun à tous lesttimes qui dé^ 

pendent en outre dé f dans les formules (7)9 (3), (9) , suffit pour 
montrer que ^influence de la rotation du projectile sur son mouve- 
ment de translation ^ est tr^s petite et négligeable dans le tir de la 
bombe, du moins dans la supposition du n^ 4^- 

S^l s'agit 9 par exemple, defla bombe de 27 centimètres de diamè- 
tre, et du poids de 5i kilogrammes^ on pourra évaluer à ^Soo mè- 

très la longueur de la ligne -» En prenant la seconde et le mètre pour 

unités de temps et de longueur , la quantité ^ est à très peu près 
égale au nombre ^'. Si donc on suppose la vitesse initiale de rotation 
h y telle qu'en vertu de cette vitesse, le projectile ferait un nombre 
n de tours pendant toute la durée du trajet , et si l'on prend environ 
16 secondes pour cette durée, en supposant que le tir ait lieu sous 
l'angle de 4^^> o^ %xix^ 






en sortb que si Ton avait n ;= i , ce qui est sads doute exagéré dans la 
pratique^ et « =0,01 , le produit de « et de W y-, qui mesure pour 

ainsi- dire l'influence de la rotation et de l'excentricité de la bombe 
sur son mouvement de translation , serait à peine un dix-millième. 
(44)* En vertu des formules (7) et (9) , et en négligeant toujours le 
carré de e, l'équation (4)9 multipliée par dt^ deviendra 

rf,?^ c= — '^ '»^^;.'+;') (cos fl 4- « sin ô) Jo,. (10) 
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Si l'excès de 6 sur bt -f- 6^ y qui serart nul dans le cas de t =2 o ^ de- 
meure un très petit angle pendant toute la durée du mouvement ^ 
on pourra aussi mettre bt-\~V k la place de d dans le second membre 
de cette équation. Alors, au moyen de la valeur de t^ correspondante 
à chaque valeur de o», on calculera^ par une première et une se- 

conde qtfadraturey les valeurs de ^ et 9^ relatives à cette valeur de 

iiù\ on connaîtra donc en chaque point de la trajectoire du centre de 
gravité G^ la vitesse de rotation p du mobile , et l'angle zGj?, de son 
axe de figure avec la verticale j ce qui achèvera la solution du pro- 
blènie. 

A l'origine du mouvement , si le projectile n a reçu aucune vitesse 
de rotation y de manière qu on ait i^ c= e , on aura, à un instant quel- 
conque > 

^•5? ^'^P — - ^v^^Q3 (<^0S *' H- ^ sin V) da>. 

En mettant — QdQ au lieu de s/i -4^ de^^ et intégrant une pre- 
mière fois, on en déduit 

■ 

C étant la constante arbitraire. D après la formule (8), on fera, dans 
cette dernière, • 



■ ■• 



et en déterminant C de sorte qu'on ait à la fois 



A » 



« * 



t = 


= 0, 


P = 


\ 4 • # # * 


€0 = 


= tang * , 


^ = 


f 

" 2ftk 


nous aurons 




x 













BBS PROJECTILES DANS L'AIR. I97 



p= — yJ^V (cos hf -+- tang a sin *') V^a^tA 



(cos b'-\- t» sin A') q — ' ^'^ ®*° ^'J- 



Maltipliant par </if, intégrant de nouveau, de manière qu'on ait 
fl= A' pour f = o, observant qu'on a 

4. • 



\/igh=ra, A*=^ 



51- 



et qu'on doit prendre 



J Q— )/^J Q' — ^'y g* 

/mdt I rmdm ^^^ /^ 



il en résultera 



ô — y = jj [af (cos 4' -4- tang a sin l/) — a: cos b' 

- (* -+- î ê^<") sin yj. 

Ainsi ^ lorsque la rotation initiale du mobile est nulle y l'angle d 
s'exprime très simplement au moyen des variables a: , j? , f ; et comme 
on voit, sa valeur, à chaque instant ne dépend de la résistance de 
l'air, qu'à raison de l'influence de cette force sur la trajectoire du 
point G, ou sur les grandeurs de ses Coordonnées x et z à cet ins- 
tant. Mais on ne doit pas oublier que ce résultat remarquable sùp^ 
pose l'angle ô — 4' très petit 5 ce qui exigera , en général , que la frac- 
tion f soit extrêmement petite. Il n'a plus lieu dès que la valeur 
précédente de 9 -^ ^ cesse d'être fort petite par l'accroissement des 
variables Xy z^ t. C'est le cas où la méthode des approximations suc-* 
cessives est en défaut, comme dans le calcul des perturbations pla- 
nétaires y lorsque le temps sort des sinus et cosinus par le fait de ces 
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approximations. Pour déterminer les valeurs de d , relatives aux dif- 
férents points de la trajectoire ^ il faudra^ dans ce cas, reprendre 
l'équation (lo), et recourir à la méthode des quadratures appliquée 
à une équation différentielle^ dans laquelle les variables ne sont pas 
séparées. * 

Dans le cas du vide , on a 



X ^ 



at ^ z = at tâng « — ^ ^<*; 



ce qui réduit l'équation précédente à ô — i' = o , et l'angle Q k une 
quantité constante; résultat exact, puisque la pesanteur étant alors 
la seule force qui agisse sur les points du projectile , elle ne peut 
faire tourner ce corps autour de son centre de gravité. 

(45). Pour connaître maintenant la quantité dont la non-homo- 
généité de la bombe peut faire dévier ce point G, en dehors du plan 
vertical des x et Zj dans lequel il a été lancé primitivement, je 
supposerai que Taxe de rotation du mobile ne soit pas constamment 
perpendiculaire à ce plan , ni son axe de figure constamment com- 
pris dans ce même plan. Les quantités^ et €^ ne seront plus nulles, 
comme dans le cas précédent; on ne satisfera plus à la seconde équa- 
tion (3) au moyen de ^ = o j la valeur de jr qu'on en déduira ex- 
primera la déviation demandée ; ^ comme^ et ^ «ont zéro à l'origine 

du mouvement , elle ne proviendra que de l'excentricité du mobile , 
et pourra être supposée très petite comme la fraction f. On pourra, 

en conséquence, négliger ^, ou le rapport de ^ à.^, dans le se- 
cond membre de Téquation dont il s'agit, où ce rapport est multi- 
plié par i j ce qui réduira cette équation à 



* ^A-ls = -•''•(?-' -I-OX 



En y faisant 



dr f — y*»* 
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il en résaltera 

dy = ^ii \q^ — p€!) d.tT'. 

On prendra dans c^Lte formule , v/aM Q pour la valeur de ^' 
(n^ 42), et— T^=Q P^^*" *^ valeur de €*f, d'après la formule (8) 
rëduite à son premier terme. On en conclura ensuite 

les intégrales commençant au point de départ du mobile, ou étant 
nulles pour ^ ^ tang a. 

Au moyen des équations (i) et (a) du mouvement de rotation, 
dans lesquelles oo supprimera le terme dépendant de ^ , on calcu- 

lera par les qnadratares la valeur de la quantité qii — pÇ^ relative 
à chaque valeur de o». Ou aura donc ensuite , par de nouvelles qua- 
dratures, les valeurs de la vitesse ^ et de la déviation ^ , perpen- 
diculaires au plan des a; et s, et corre^ndantes à chitqae point 
de la trajectoire de G ; ce qu'il s'agissait de trouver. Ces calculs nu- 
mériques seraient fort compliqués et peu utiles à la pratique ; mais 
il y a un cas , que nous considérerons en particulier , dans lequel les 

val«ars de ^ et ^ s'expriment très simplement ea fonctions de x et 
de t. 

(46). Si l'on suppose la vitesse c nulle ou seulement très petite y 
1« valeur de qti — pG^ relative à chaque valeur de », que l'on dé- 
duira des équations (i) et (a) , se composera d'une partie constante 
et d'une partie qui variera d'un point & un autre de la trajectoire. 
Or , le cas qu'il s'agjirA de coosidéier est celui oii cette seconde nartie 
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demeurera très petite pendant toute la durëe du mouvement ; en 
sorte qu'on puisse la négliger dans les formules (ii)^ et y regarder 
qfi' — pff comme une quantité constante. 

Soit f la résultante des deux vitesses ^ et ^; désignons par GF la 
projection de Taxe instantané GI sur le plan des (yx^ et Gr^^ de ces 
deux composantes; nous aurons 

q = psînl'Gx,, P ^= pcosVGx^. 

« 
Désignons aqssi par G^la projection de^G^ sur ce même plan. Il en 

résultera 

*' = cosx,Gy = sin^,GycosyGjr,, 
^' = cos^^Gy = sin je^G^sinj^Gx,; 

on aura donc 

qa! — p& = psin z,Gy (sîn TGo?, cos j'Gx, — cos VGx^ sin^Gj:,). 

Les angles VGx^ etyGx^ sont comptés à partir du même demi-axe 
Gx,, et dans le même sens, de Gx, vers Gjr^ : ils peuvent s'étendre 
depuis zéro jusqu'à 36o^. L'angle z^Gj- ne peut s'étendre que depuis 
zéro jusqu'à i8o^; ce qui rend son sinus positif. La vitesse p est aussi 
une quantité positive. Par conséquent, on aura sans aucune ambi- 
guïté 

qn' — pC = psin jg^G^sinTG^. 

La valeur de ce produit sera donnée à Torigine du mouvement; je la 
représenterai par tij qui sera une quantité positive ou négative^ selon 
qu'en allant du demi-axe Gx^ vers Gry^ , on rencontrera la droite GF 
avant ou après Gy : elle sera nulle, soit quand Taxe de figure Gz^ 
aura une direction perpendiculaire au plan des x et Zy ce qui rendra 
nul l'angle z^Gj'^ soit lorsque cet axe Gz/, Taxé instantané de rota- 
tion GI et l'axe Gj se trouveront tous les trois dans un même plan , 
ce qui rendra zéro l'angle VGy. Ce second cas comprend celui que 
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< > 

DOQS Avons exhmm^ pltis haut (rfi 4^)9 ^ û& Gx, on OL ëtait dans 
le prolongement de G^. 

Gela pose y en observant que la valeur de Q est L^ à Torigine 
des intégrales contenues dans les formules (ii), 4a première donnera 



f = _ ./.(i _ _i=)^, 



en ayant aussi égard à la valeur Q^^/Hh de ^. Cette exponentielleétant 

constamment plus grande que j'unité , on en CQûclut <}ue la vitesse ^ 

aura constamment le même signe , c*est-à-dire un signe contraire à 
celui de-fir, qui se déterminera d'après les signes de n et de i. La 
limite des valeurs de cette vrtesse, qu elle atteindrait dans la branche 
descendante de la trajectoire pour une valeur infinie de c^^ serait ih^ 
abstraction faite du signe, et par conséquent 4ràB petite , relativement 

à la vitesse ^. 

La seconde équation (i i ) devient d'abord 



D'après les premiers termes des formules (7) et (8)9'Ony fera 

« 

et à cause de ^!igh^=z a y on en déduira 

M * 

pour l'expression fort simple de la déviation perpendiculaire au plan 
des a: et r. Sa différentielle conservant le même signe pendant toute 
la durée du mouvement, cette déviation aura lieu constamment 

26 
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d'iif» roénioc^té-de et plan, et^^'a^t^i^dr^ pas de i^^l^iHiwm. Daç^ le 
vide, où Ton a .m 

les valeurs de j^ et -^ seront zéro. 

Sous Tangle de tir de 45^, et pour une portée d'environ iaoo"^ , la 
vitesse de projection , dans l'exemple du n^ 4^ , est d'après Lombard , 

d'efivjrqn i^QT p^r §ecpnde^ sa composante horizpntale, est ^^, x>u à 

pëtt pm» So'^'jiJeiiempôda trajet élaût de i6 aaaHudeB^ tt k diamètre 

d^.prfyeçliile ç§al fii.o*,37 j> la formule: préc^nte donnerfi ai]i$^ k ,très 

, . • y =; — é>f{o'",i35), 



> <; 



pour lu. |(léviatioi> hori^uontale au poipt à» chjute de la boitoho; en aorte 
qu'il faudrait que la vitesse angulaire n fût extrêmement grande 
pour que cette déviation, due à la petite excentricité GF, devint 
seulement égale à un mètre/Cette conclusion , jointe à celle du n^ /|3, 
prouve que dans le tir de la bombe sphérique , sa non-homogénéitë 
a très peu d'influçnce, en général, sur le mouvement de translation , 
quoiqu'elle puisse en avoir beaucoup, comme on l'a vu plus baut, 
sur la rotation (de ce projectile. 

(47). Appliquons actuellement le système des équations (i), (2), 
(3) , au tir de la carabine rayée en bélice. 

Dana ce cas, la trajectoire du centre de gravité G s'écarte cons- 
tamment fort peu de l'axe des x^ horizontal et compris dans le plan 
vertical où ce point a été lancé primitivement. Les composantes 

^ et ^ de ^ sont donc très petites par rapport à cette vitesse , 
pendant toute la durée du mouvement. Cest pourquoi nous néglige- 
ront leurs carrés, leurs produits, et les produits « ^^t « Jj a Texcep- 

V F I 

tien, toutefois, de ce dernier produit dans les seconds u^embms diea 
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équations (1)^ du les Wmes dépend^ints dé « ^ né seront pas ^ dam 

notre exemple, d'un ordre de gi^ndeur moindre que cetx qui en 
sont indépendants^ ainsi qu^on le verra par la suite. De cfette manière, 

on aura -j^ = •^, et les équations (i) et (3) se réduiront à 






''^S+& = — '«'(v-''-p«")f- 



Or, si l'on désigne par b la valeur initiale de ^, ou de la tangente 
de Tangle du tir, et par a la vitesse de projection du centre G, 
qu'on pourra aussi prendre pour la valeur initiale de -^ ; et si l'on 
fait, pour abréger, 



g 



ifêa^ 



S'. ^H-^-êf'Ci -4-,^iiO«=-ç, 



< on satisfera aux trois dernières de ces équations (la)» en prenant 
(n« a6), 

dx a . dr dz «C . . 

?/, 1^, w, étant trois nouvelles variables qui devront être nulles pour 
ts^o* Il faudra que ^ et Ç soient des quantités du même ordre que 6, 

afin que la vitesse -j^ demeure toujours très petite par rapport à -^. 

On négligera le carré de ^ et le produit <Ç, comme le carré de ^ 

96.. 
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etleprodait »'^« La coDStante b sera la valeur de Ç qui repond à 

<=d* le tir ayant lieu au-dessus du plau horizontal , mène par le 
point G, cette constante sera une quantité positive; et l'on pourra 
la prendre pour l'angle du tir dont elle est la tangente , et faire 
sin 3 ss 6 et COS& = i . 

Par la substitution de ces valeurs de -^^ ^^ -^^ dans les équa- 
tions auxquelles elles doivent satisfaire ^ nous aurons 

dt^ i^fÊoi Zà dt ï+^éoi vff^^ r^Jr 

ir*,-f^=-,-f^ (1^ -P^' } («3) 

dw futw fêla 



pour les équations d'où Ton tirera, les valeurs de u,. i^, u^, lorsque 
celles de py Çj Ay Cy etc. , auront été déterminées au moyen des deux 
premières équations (la)^ savoir : 



di V a/(i+,.«0' » ( v.M 

<k '"^P 3/(1 +/M/)* ' j 

auxquelles on joindra les équations (a) et les expressions de «^,^, etc., 
du n* 26. 

La balle, en sortant de la carabine, est animëe d'une vitesse de 
rotation très rapide, autour du prolongement de l'axe de l'arme 
c'est-à-dire autour d'un diamètre qui s'écarte très peu de la ligne de tir. 
Ce petit écart est dû généralement à des causes qui ont lieu tantôt 
dans un sens et tantôt dans un autre; son infinenoe sur la justesse du 
tir, se détruit dan» les résultats moyens d'un grand nombre d'épreaves ; 
c'est pourquoi nous en ferons abstraction , et nous supposerons qu'à 
l'origine du mouvement, l'axe instantané GI, ou son prolongement, 
cohicidait avec k direction de la vitesse du point G. De plus, pour ne 
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pfis rettdxd le calcol desTaleun approchées ée ;> , ^^ ^^ 4 9 ^9 ^^P 
compliqqë et presque impraticable , on supposera 'aussi), comme dans 
le n^ 17 ^ que cet ajce GI s'écarte constamment très peu de Tan des 
trois axas principaux du projectile. Mbis «4|ous considérerons succes- 
sivement le cas oùrCet axe principal est Taxé de figure GjsSy , et celui où 
il est l'axe Gy^ compris à l'origine du mouvement daus le^ plan vertical 
des J7 et ^ : Texamende ces deux cas^cofiduira à des conséquences très 
différentes , et suffira pour donner ane idée précise de rinfluence dé 
la npn^homogénéité d'un projectile spbérique, sur sa rotation et par 
suite sur son mouvement de translation. Dans l'un et l'autre cas, 
nous supposerons 9 pour plus dé simplicité , qjxe la rotation initiale a 
lieu exactement autour de Taxe principal, ou autrement dit, nous 
ferons abstraction du petit écart qui pourra^ exister à Torigine du 
mouvement, tantôt dans un sens et tantôt dans un autre, entre 
Taxe Gz^,ou l'axe Gjr,y et Taxe de rotation. 

(48). Je suppose donc, en premier lieu, que Taxe instantané GI 
coïncide, quand le mouvement commence, avec l'axe de figure, et 
s'en écarte constamment très peu. La constante c sera une très grande 
vitesse angulaire qui aura pour valeur 

L 

en désignant par /la même ligne qjie dans lé n^ 28. Les variables 
p et q seront zéro pour^ = o, et demeureront constamment très pe* 
tites par rapport à c. Cette constante étant positive , ce sera de la 
partie Gz, de l'axe de figure que l'àxe GI s'écartera constamment très 
peu; en sorte que langje IGj^^ sera toujours très petit, et à peu près 

^1 à - V/^* -4- g^. A l'origine du mouvement, la droite GL sera 

perpendiculaire au plan des jc et z. Si la rotation initiale a lieu de la 
droite à la gaucbe de l'observateur tourné vers Gxy Tangle LtGjc , à 
cette époque, sera égal à 90^; il sera égal à 1170^, si cette rotation a 
lieu de gaucbe à droite. Pour que Taxe de figure coïncide au même 
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instant avec la direction dû tir ^ il est aisé de': voir qn'il ia^ftt que 
la partie Gz, de cet axe fasse l'angle go^ ^ h avep l^axe' O^^ et; que 
ce soit son prolongement qui tombe aor la ligne de tir ^ daqs le cas 
du premier sens de rotation, tandis que dans' le cas de Tautresens, 
ce sera cette partie Gjs^ineme qui tombera sui* la ligne Âé tir^ en 
faisant l'angle 90^ -i- A avec la verticale Gz. 

Puisque les vitesses p et g sont , par hypothèse y constamment 
très petites ^ il suit des deux premières équations (a) , que les quan-^ 

titës ^ ^t ^ 1^ seront aussi , ou y autrement dit, que les parties va- 

riables de 9 et 4 9 seront constamment de très petits angles. Nous ferons 
donc, à un instant quelconque, 



en prenant les signes supérieurs ou inférieurs , selon que la rotation 
initiale aura eu lieu de droite à gauche ou de gauche à droite, et 
désignant par 9' et 4^ des variables très petites, telles que Ton négli- 
gera les carrés et les produits de d', 4S ^> ^^ <iui seront i^uHes pour 
f = o. D'après la troisième équation (2), et en observant que (p est 
zéro pour f = o, on aura ^ = cty au bout d'un temps quelconque; 
et de ces valeurs de , 4 9 ? 9 îl résultera (n? a 5) 



A = dz {^1 b — ff) sin et ^ 4' c^s et y 

€ = =t: (=T= A — ô^) cos et zt 4' sin ci, 
af z=z =3p cos et y €^ =z dtz sin et j 

%" = sin et y & -=• cos et. 



De cette manière, les deux premières équations (:i) et les équa 
tions (14) deviendront 

^ — p cos et -^ q sm c< 3= o , 

-^ -i- p sm et -h q' cos cï = o , 



DBS PB0J]BOTlIiES IUK& li^AlR. ^07 

- • » 

Par le prbcëdë d'intégration du n^ 39 , on en déduit 

■ ' , • 

' " /i flfp'co» ct+fq sïn cl ± (b — Ç) sin c/] 

• c- ' ' - (i ^ fUltY ' 

2 -4- f\JP*^^^ ^^ " fy'^^^ ClZ^jb^^ €08 ci] 

oii Ton a mis Tunité au lieu de i -t- ei, et fait, pour abréger, 

/»(4 — ^)c08r 1^ _ /*(* — ^) sin r ,. / 

« ■ 

en supposant les intégrales indiquées, nulles pour t=zOy afin que^ , 
Ç 9 ^9 4S ^i^Qt aussi zéro *pour cette valeur dç t. 
En obfervant qu on a 



fcdt 



(I +^0^ 



dr. 



et ayant iégjird à la valeur de. ^^,Ç, on pourra écrire plus simple- 
ment les valçurs de p^ et gr'^ soufl la form^^ 






p* =5= ± 1 sin a -+- jff^ (cos 0" /cos o-.ça/ -f- sin crfsxn trxdt^ , 



ou bien encore sous celle-ci : 
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en faisant, pour abréger ^ 



cas a- /(î - 


f- /LMty ecscrda H 


h sin 0- /(.i - 


f* fjuity sin 0*^(7 s 


= A^/^ 


sin a- /(i H 


h f^aty QOsadtT - 


- coso- /(i H 


h f^aty sin 0-1/0- = 


== V/- 



Dans la pratique, la constante /çst une très petite fraction, comme 
son facteur î (^). D après les données du n^ 36 , on aurait , par 
exemple y 

/?= (1,0017) î. 

Mais il a fallu la. conserver dans le calcul , parce qu'elle passe au dé- 
nominateur des expressions àidp' et ^^; ce qui la fait disparaître des 

valeurs de ^ et. 4S et dune partie de celles de^ et ^. 

En vertu de la .valeur de ^ — 1^ et des formules précédentes, on 
aura finalement 

P fs' [t CO8 ^ -f y^ «n Ci — {Ànr— p) ces ci ] ^ / ; 

c (I + ^/)> ^ J^b ^^^ ^^9 

c {i+^<i^r • "~/g *^^s^> 7 (l5) 

ô = 90"*=*= bdt: g^(i — cos <r — g^) , 
4 = 180® =F 90^ =•= ^ (sin <r — p,). 

A raison de la petitesse supposée de gf^, les parties 9^ et 4' des angles 
et 4 9 et à plus forte raison les rappons ^ et ^, seront constamment 

* 

de très petites fractions, comlne notre analyse le suppose. 

Ces formules (i 5) 9 joiqtes aux équations r=,c et ç = cty ren- 
ferment les lois complètes de la rotation du mobile , au degré d'ap- 
proximation ou Ton 6'eat arrêté. Elles sont . semblables à celles que 
nous avons énoncées en détail dans le n^ 36, et auxquelles nous n'a- 
vons rien à ajouter. 



m i i ' 'i»" \t 



C*^ C'est par enrenr qu'il a été dit dans le n^ 29 que cette quantité n'était pat généralement 
très petite y afin de moliTer sa consenration. 
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(49). En substituant, dans les seconds membres des équations (1 3). 
les valeurs de p et q, et celles de a, é, etc., on négligera le carré de^ 
et le produit de b etjj^. D'après les formules (i5), on aura alors 



o 



g» — p€ == o , 
Par consëqueDt^ la première équation (i3) se réduira à 

du ^fêou ^^^^ - 

di "^ I +^< — ^ ^ 

et la variable u devant être zéro pour f ±=so, t>n en condura^a = o 
pour toutes les valeurs dé t. La variable x devant aussi être nulle au 
point de départ du mobile , il en résultera 

en sorte que les valeurs approchées de x et -^ , auxquelles nous nous 

arrêtons , seront indépendantes de la rotation et de Fexcentrioîté dû 
projectile. 

En même temps, les deux dernières équatioQS (i3) d^ien^ront 

dt i-jrittu ,^ (I + luuf ^i+jwrt» 

En intégrant , on am'a 



} + faiJ (i + ^/)« =P r + MS 






les intégrales indi(|uées commençant à f s»; o, «fin qu'oto ait **:^o et 
IV = o , pour cette valeur de t. 

27 
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Au moyen de ces expressions , de f^ et %v , nous aurons 

dt i +Mai J (i + fUiiy ^ 1 + ftat^ 

dz aÇ tid^fg' r jsin j"^p^)cdt 

di i^aat i + féoij (t + ftaty 

On a immédiatement 

en intégrant par partie, on a aussi 

/ (COSr + yj log (l -|. fUU) cdt 
(I +^)» » 

ji^r-Hf^i = log (. + ^) /si^fi^ 

_ r ftin r — ^J log (i 4* /igl) cdt ^ 



(I + ^i)« ' 



on définira donc des formules précédentes , 



/ (COT r 4. g J log (1 4- ^ /) cdr i 
(I -h^O» J 



«=;(*-+- ^) log (1 -4- ^0 -<- i [i —(I -*- ^«0*] 



Ces expressions des «ordonnées 7 et « , en fonctions de f , jointes à 
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la valeur précédente de x^ feront connaître la position du point 6 à 
chaque instant. Toutefois, pour chaque valeur donnée de <, les in- 
tégrales qu'elles renferment ne pourront se calculer que par la mé- 
thode des quadratures , ou par la réduction en séries convergentes , 
comme dans le n^ 34 • Mais si Ton compare les termes dépendants 
le f 9 dans les fornotules (R) du n^ 3i , à ceux qui leur correspondent 
lans les formules qu'on vient de trouver, on voit que leur différence 
essentielle consiste en ce que les termes des premières ont le. facteur 
commun a, au lieu du facteur beaucoup plus petit c/, dont les 
.ermes des dernières sont affectés ; ce qui montre que dans le cas dont 
lous nous occupons, l'influence de la non-homogénéité de la balle 
mr son mouvement de translation , et par conséquent sur la justesse 
du tir de la carabine , est beaucoup plus faible et peut être négligée 
relativement à l'influence de la non-sphéricité de ce projectile. 

(5o). Le second cas du tir de la carabine que nous voulons encore 
considérer, est celui oii Taxe instantané GI ou son prolongement, 
i'ècarte constamment très peu du rayon 6^ , et coïncide exactement 
ivec celui-ci à l'origine du mouvement. Pour cela , il faudra que la 
constante c soit zéro, que la valeur initiale de p le soit aussi , et que 
e rapport de p k q demeure constamment une très petite fraction, 
j^n vertu de c = o et de la seconde équation (i), la valeur de 

f- sera toujours très petite, ou autrement dit , on aura, à un instant 

quelconque , 



en désignant par — y la valeur initiale de ^ , et par eo une variable 
constamment très petite et nulle pour t = o. 

On veut en outre qu'à l'origine du mouvement, l'axe instantané 61 
ou son prolongement , coïncide avec la direction de la vitesse a du 
point G; ce qui exige que le demi-axe Gj^^, situé alors au-dessus du 
plan horizontal des x et ^ , coïncide avec cette direction, et fasse, 
en conséquence, l'angle 90® — A avec Taxe Gz. Gomme on a (p = o 
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pour t = Oy et 9 à un instant quelconque , 

cosyfjtz ==:€''=: sin fl cos ^ , 

il s'ensuit que b sera la valeur initiale de 9 ; le demif*aze Gz^ sera 
donc situé à Torigine du mouvement , aunlessus du plan des x et y^ 
et le «entre F de la sphère au-dessus ou au-dessous du plan horizon- 
tal ) «elon que la fraction t sera positive ou négative (n"* 38). Le demi- 
axe Go^^ coïncidaQt à cette époque avec la droite GL^ dirigée vers le 
noeud ascendant L sur le plan des xeXjr^ de la section du corps per- 
pendiculaire à Gz^ , la rotation autour de Gy^ aura lieu de Gx^ vers 
Gt/^ la valeur initiale de q sera donc négative (n^ a), et la cons- 
tante y positive : la valeur de y sera comme celle de c , qu'on a citée 
plus haut ) 

sura 



Enfin y quand le mouvement commence , 6L ou Gx^ étant per- 
pendiculaire à Gx y l'angle 4 oa LGx y sera égal k 90^ ou à 270^ , 
comme dans le cas du n"^ 4^ y selon que la rotation initiale se fera de 
droite à gauche ou de gauche à droite. 

Pour t = o 9 nous aurons donc 

« = o, ^ = 0, <p = o, d = i, 4= ^80° ^ 9^"" h 

t 

ce qui servira à déterminer les constantes arbitraires dans les inté- 
grales des cinq équations (2) et (i4) du mouvement de rotation. 

(5i). En négligeant tout*à-fait p eX cà^ dans les équations (2)9 et 
y faisant c ==: o ^ elles deviendront 

7sin<p=~, sinô^=ycos<p, ^ = cosÔ^. (i6) 

Je les multiplie toutes trois membre à membre , puis je supprime 
les facteurs communs j il vient 
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d^ nM 



sîn^ sinfi J^ = cos^ x^os^j^^ 



ou 9 ce qni est la même chose , 



sin ^ V C08 6 



"▼ MU â ■*' ^ 



Qos ^ ^ sin â 



• « 4 



ëquatioD dont l'intégrale est 

cos^ sin = sin 6^ 

en observant qu'on ^ à là fois (p=:o et 9=^^. 

En multipliant membre à membre les deux dernières équations 
(i6) seulement, nous aurons 

sin ^ = y cos ^ cos ; 



précède 
tang9 



mBih 



il en résultera 

■ 
^% ycW SES ' ' , I 1 1 . r ' I ^moJL « 

i;^ co8fV^co8^6 — sin*^ 

En intégrant par les règles ordinaires, de manière qu'on ait f==o 
pour f 3s o , on trouve 

y* = i» - arc(tang=: i^Sl=^\ • 

a \ ^ 8in 6 8111 f / 

On aura enfin 



d'\, 



C08» V^CM»* — MII«f » 



tnaëquent 



4= iSo» :^9oo 4- arc (sin = ^). 
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C!es formates donnent les içaleurs de f, 9 ^ 4 9 ^^ fonctions de ^ ; on 
en déduit réciproquement ^ 

€08 b nnyl _ sin b 

sm(p = j , cos (p = -^ , 

sm4 = =^ — Â"^^ c^s4 = =F-^, ( V 7; 
sin = A 9 cos = cos b cos >:f ^ 

en faisant y pour abréger^ 



\/sin^ yt -4- sin' ^ cos* yf = A , 



et considérant A comme une quantité positive. Dans les expressions 
de sin 4 ^t cos 4 9 comme dans la double valeur de 4 dont elles sont 
déduites, les signes supérieurs 9e rapportent au cas où la rotation 
initiale a lieu de droite à gauche , et les signes inférieurs au cas où 
elle se fait de gauche à droite. 

Ces formules (17) feront connaître y en fonctions de ty les parties des 
valeurs de fi, 4^ ^^ indépendantes de f ^ et par conséquent à chaque 
instant, dans le cas de f:s:o, les directions des trois axes Go:,, G/*^, 
Gz^y ou la position du mobile autour du point G. Oh en conclut 
que les axes Gx^ et Gz^ y fixes dans l'intérieuk^ de ce corps, et la droUe 
GL , font alors des oscillations isochrones , savoir : G«r^ dans la seéÊfh 
du mobile perpendiculaire à Gz/y de part et d^autre tde GL, et d'une 
amplitude égale à 90^ — 6; cette droite GL , dans le plan horizontal, de 
part et d'autre de sa direction initiale sur ce plan , et dont l'amplitude 
est de 90^ j jorz^ autouf de la, verticale Qz , non comprises dans un 
même plan , et ayant pour amplitude son écart initial b de cette 
droite. La durée de chaque oscillation entière est la même pour ces 

trois sortes de mouvements, et égale à — ou à - ; ce qui serait à peu 

près un soixantième de seconde dans l'exemple du n^ 36. 

Puisque les équations (16) ont été déduites des i^^rmules (2), en y 
supposant nulles les vitesses p et ry et la vitesse g constante, il s'en- 
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suit qu'elles appartiennent au mouvement de FOtation uniforHie' au«* 
tour d'un a:&e fixe. Un tel mouvement peut donc se dëcompmer 
dans les trois mouvements simultanés d'oscillations qu'on vient de 
décrire; et réciproquement trois semblables mouvements se résolvent 
toujours en un simple mouvement de rotation , dont Taxe et la vitesse 
sont invariables^ ce qu'on peut regarder comme un théorème relatif 
aux lois du mouvement d'un corps solide , indépendantes dé sa forme 
et des forces qui Hle sollicitent. Les Ibrmuleis (2)^ sur^lesqiielles on 
s'est appuyé^ ne supposent aucune forme particulière au mobile , et 
n'exigent pas non plus que les trois droites Gx^j ^7*^9 Gz^| rectan- 
gulaires et fixes dans son intérieur ^ soient des axes principaux. 

(52). Pour déterminer actueHemenf les déplacements de l'axe ins- 
tantané GI^ dans l'intérieur àa mobile ^ qui sont produfts par la ré- 

« 

sistancede Tair, il> faut recourir amX' équations (14)9 dans lesquelles 
on fera c = o et ^ = — y^^, çt l'on substituera les valeurs de 
A^ €y a" y €!'y résultantes des formules (17) ^ et de celles du n^ 25; les- 
quelles valeurs seront simplement ^ 

■ 

« = 7 sin bsïn ^f, £ = db cos 5 y 
J' = cos B si» 7t, , C? torf sin A j 

au moyen de qupi les é(|uations dont il: s'agit ^^yjiiendTont 

* M 

dp' ^^, 5tf€a*(tosb'àzZ^^^ày^. \ 

dm . itM*^ (sin > g: ^ eos ft) sin yi Ç v / 

. di ~ ^ ^ni+f^' • I 

f 
\ 

La valeur de p qu'on en déduira s'exprimera sous forme finie en 
fonction de f ; celle de â» ne pourra se calculer que par les quadratures 
ou par la réduction en série convergente j mais les quantités b et jetant 
supposées de très petites fractions^ il s'ensuit que la quantité œ 
pourra être négligée par rapport k p^ dans la détermination de Taxe 
GI sur le plan des demi-axes Gx^ et Gy^. On pourra aussi dans la 
preniière des deux formules précédentes y réduire à l'unité le facteur 
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COT& dessin à; en intégrant ensuite de manière qn^on ait p 
qnaod f 3s G ^ et en ayant égard k la valeur de y, on anra 



p, ^^ ^ Bti 

y 



4w V T+^y 



Notre analyse suppose que le rapport^ soit une très ptite fraction; 
le rapport r^) 4ans le tir d« la carabine^ est un nombre considéra* 
bie , éffàij par exemple ^ k eniriron 3oo dans le cas du n^ 36 ; pour que 
Texpression dé "^ que nous obtenons , soit admissible pendant toute la 

durée du mouvement^ il faudra donc que i, ou le rapport de l'excentri- 
cité FG de la balle à son rayon , soit une ifraction extrêmement petite« 

Lorsque le fAOte^r ij; sera efifectivecàent une très prtite fractioD, 

cette râleur de ^ aura lieu pendant toute la dnrée du trajet de la 

balle 9 et en conséquence^ l'axe de rotation GI s'approchera de plus 
en plus d'une position fixe^ pour laquelle on aurait 



» \ 



< » I 



cosIQ^^ =;? dh rî) ^ » • 

mais quil tie Saurait atteindre pendant cette diiréèr. Quand . an 
contraire^ le facteur A ne sera pas une petite fraction, la valeur 

de'^n^ pourra être employée qu'au commencement du mouvement, 

ou pour de petites valeuts de t. Au-delà de ces valeurs, Fexpres* 

sion de ^ qe nous sera pa$ connue : Taxe instantané pourra faire de 

grandos oscillations départ et d'autre d^ Gjc^y ou même des révo^ 
luttons entières autour du point G[, on rMtaant toujours dans le plan 
de Gx", et Gy^y k panse de>:=«% a«>» 6 par h^^di^se. 

En adoptant les valeurs de g pu -^7 -4* a», et de p^ donnëespMr 
les équatioDS (k8) , et les si^bsiituapt dans les éqnatioas (9)^ on dé^ 
duira ensuite de cellesHri^ les parties d^s aoglea^, 4? ^9 V^^ dépentf 
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dent de la première puissance de i , au moyeu de, celles qm en sont 
indépendantes , et qu'on a déterminées dans le numéro précédent. De 
cette manière^ on conuaitra Tinfluen^e de la non-homogénéité de la 
balle, sur les directions à chaque instant de ses. axes principaux Gx^, 
Gr^^, Gz^. Mais ces parties de ç, 4 ? ^) seraient exprimées en fonc- 
tions de f 9 par des intégrales compliquées, et que nous supprimons ici 
parce que leur réduction en nombres , par la méthode des quadra- 
tures, n'aurait aucune utilité dans la pratique. 

(53). Il ne nous reste plus qu'à déterminer les parties des coor- 
données x^j'jZj du point G, qui dépendent de t. 

Puisqu'au degré d'approximation que notre analyse suppose , on 
doit négliger dans les seconds membres des équations (i3), les 
termes qui auraient ipour facteur, il s'ensuit qu'elles àe réduiront à 

■ 

du ikfêau 'ftoylit 



dt ^^ i+i^i i+ftat^ 

dv fUiif ^__ ftoyla' 

— — « ■■lii.* t ■ ■ . ■■ ■ ■ ■ ■ li _ 

-dt : 1 + fUit i«4-^i' 

en observant toutefois que l^s .cODséqaeoo«squi e'eiiidéduiro&t, ne 

conviendront quaux iraleurs de f ou de A qui rendront le rapport ^, 

une très petite fraction. 

D'après les formules (17) , on aura d'ailleurs (n® 25), 

ût = ^ sin&sin^f, a' = sp cosyt, a" = cosAsiny*. 

En intégrant les équations précédentes, et observant que u, 1^, w^ 
doivent être zéro pour f = o , on trouve 

fialsinyt 



Mal(i — coa>/) 



i+fsat 

où Yon a inis 'b et l'unité à la place de sin b et cos'b. 



a8 
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Je sabstitne ces Valeurs dans celles de ^y, ^, ^, du n^ 47- En 

intégrant ensuite et désignant par S^x^ ^y Jz, les parties de coor- 
données a: , j, z, du centre de gravité G de la balle ^ qui dépendent 
de € , c'est*à-dire les déviations horizontales et verticales de ce point ^ 
dues à la non-homogénéité du projectile^ on aura 

t.^ ' _L. f^àli f i (l -f» ftai) y C<>«yl — fUt ain y<— y] ,, 

if ^ :r= fzaU fj^^ dt. 
Diaprés la valeur de 7 ^ on a 

y 2ir' 

quantité très petite en. général , et à peine ^ale k o^ooS, dans 
l'exemple du n^ 36. Il eH résulte i\ue par le procédé de l'intégration 
par partie 9 on pourra réduire ces expressions de ^x^ Sj, S^Zy en sé- 
ries très 'êotpvèrgetites^ ordonnées suivant les puissances de ^. En s'ar- 
rétant au prëniiëi^iertne de «hacdue de ces séries, nous aurons 

*- = ± y-^ri^. [(• - >^) «» >' +«(«»>«- 0]* ^. 



É » 1 1 I I « 



y(l +fUll) » 

Cette valeur de la déviation Jy , perpendiculaire au plan de projec- 
tion de la balle , ne pourra être qu'une petite fraction de l'excentri- 
cité el ou GF, toujours moindre que —, ou quun centième dans 

l'exemple du n^ 36. Le premier terme de Jk pourra, au contraire, 
approcher beaucoup de $ly ou même surpasser cette petite fraction do 
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rayon. En prenant, comme dans l'exemple cite, environ 2,5 pour la 
valeur de i -t- /uLat à la distance de 25o mètres du point de Sëpart du 
projectile, ce terme deviendrait à peu près ëgal à el; en sorte qu'à 
cette distance, et abstraction faite du second terme de la valeur 
de Sz , le centre de gravité G, au lieu d^étre retombé sur le plan 
horizontal mené par son point de départ , ainsi que cela aurait lieu 
si la balle était homogène , se trouverait à une hauteur FG au-des- 
sus ou au-dessous de ce plan : au-dessus, si la fraction e est né- 
gative; au-dessous, si elle est positive; c'est-à-dire au-dessus ou au- 
dessous , selon que le point F est en avant ou en arrière du point G. 
C'est là l'effet le plus sensible de la non-homogénéité de la balle, que 
nous puissions déterminer dans le tir de la carabine. A raison du 
facteur &, la déviation Sx, k chaque instant, sera beaucoup moindre 
que la déviation éiz correspondante. 



a8.. 
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ADDITION 

Au § m du Mémoire précédente 



Pour calculer lès întëgrales U et V, comprises dans les formulés 
(R) du n^ 3 1 de ce Mémoire, on les a dëveloppëes dans le n^ 34 , 
suivant les puissances d'une constante désignée par p; et pour que 
les séries que Ton a obtenues de cette manière soient convergentes y 
au moins dans leurs premiers termes, et puissent servir à ce calcul , 
il est nécessaire que p soit une petite fraction , ainsi que cela a lieu 
dans l'exemple du n^ 36. Mais sans que la valeur de p soit très pe- 
tite , il suffit que celle du produit de p et de la variable \ le soit pen- 
dant toute la durée du mouvement , pour, qu'on puisse développer 
d'une autre manière U et V en séries convergentes , qui se trouveront 
ordonnées suivant les puissances de pA^ , et renfermeront en outre des 
fonctions de \j sinA^, cosA^, dont les valeurs seront limitées et 
ne sauraient empêcher la convergence. C'est ce que nous allons faire 
voir dans cette uâddition. 

Pour plus de commodité, j'emploierai la lettre A au lieu de A^. 
D'après les valeurs de cette quantité A^.et de p (n^ 39 et 34)^ on aura 

f^at , I 

" ' jUUlt 



A cause de — = i , et des expressions de Ai et A^ (n^ 34) , on aura 
donc 
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en mettant sous les signes /, la valeur prëcëdente de i -^ imaty puis 
la lettre d au lieu de A. Par Fintëgration par partie , on a d'ailleurs 

/'x co8$<JI0 C08A ' -1- * /*^sinOdO 

o{i —fSy p (I — PAO ê jj o I — 190> 
/•x sin ddft 8În A 1 P^ nos OS ^ 

par conséquent , . les formules précédentes se changeront en celles-ci : 

^,/= (ô -f. V) sin A - -f^'4. -h ^ -. -S^/^^ , 



A,/= (34- ^) (i ~ cûs A)---f^4.^ ^ T'-^; 

^•^ V ' O./ V /. p(>— PA) /B^oi — p«' 



d'où Ton tire 



A,/C0S A — (i — Aa/) sin A== — ^— - ^ l' P, 

Ai/sin A -h (* — Aa/) COSA=*H-g^H-^Q, 



où l'on a fait ^ pour abréger , 






sm A 



f «- ^ -/:^=^f^ = Q- 



Au mojen de ces formules , et à cause de 



log(n-^f)== — log(i— pA), j 



^^/ p//X 



+^r I — pA^ 



les expressions de U et Y du n'^ 3i ^ multipliées par (jm ^ devien- 
dront 

-loge- f^)/^,^ r ""._;' ^ 3.. 
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les intégrales relatives à A commençant à A = o. 

Celles que P et Q contiennent ne peuvent pas s'obtenir sous forme 
finie; mais pA étant , par hypothèse, une petite fraction , et ces inté- 
grales ayant 9 = o et d = A pour limites, on pourra développer 
sous les signes /, en séries convergentes, coordonnées suivant les puis- 
sances de pd ; et comme les quantité P et Q se trouvent multipliées , 
dans les formules précédentes , parlog(i — pA) etp^A, il suffira, si 
Ton borne Tapproximation , par exemple, à la quatrième puissance de 
pA inclusivement 9 de s'arrêter, dans ses développements, au carré 
de pO. Alors, on aura 

P = cosA -+-psinA — /"^i -»- pfl4-p^ô^)sin (fl — ?C) d9 

= I -+- /ïA -f- p^A^ — ap^A^tt , 
Q= sin A — p cos A — y^(i -f- pfl -t- p*d*) cos (fl — A) d9 

= — p — 2p*AV; 



les lettres u et v désignant des fonctions de A , savoir : 

M = ^ (i — cos a) , i; = ^ (a — sin A), 

dont les valeurs ne deviendront jamais très grandes. Avant de subs- 
tituer ces valeurs de P et Q dans les formules précédentes , où elles 
seront multipliées par log (x — pA) et pi/A , on y pourra remplacer 

I -^ pA H- /)*A* par j-;;;:^-^» De cette manière, ou aura d'abcNrd 
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En négligeant tonjoars k quatrième puissance de pA^ on pourra 
mettre dans les quantités comprises entre les crochets, Funitë et 
— pA à la place de i — pA et log (i — pA) -, et en ayant ëgard aux valeurs 
de u et (^9 il en résultera 

/ïU = — ^' Q Â» — I -4- cos a) , 

Je substitue maintenant ces valeurs dans les deux dernières équa- 
tions (R) du n^ 3i } en supprimant les termes de leurs seconds menv 
bres , qui dépendent de U' et V , il vient 



b 






(O 



Cette valeur de j^ exprimera à chaque instant la déviation horizon^ 
taie de la balle , due à sa non-sphéricité, et à sa rotation provenant 
des hélices tracées dans l'intérieur de Tarme \ elle est, comme on voit,^ 
indépendante de Tangle du tir. Suivant qu'elle sera positive ou né- 
gative , elle aura lieu à gauche ou à droite du plan de projection , et 
Ton 7 devra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur , selon 
que la partie supérieure de la balle tournera de la gauche à la droite 
ou de la droite à la gauche du soldat. Il est facile de voir que la 
quantité comprise entre les parenthèses sera toujours positive ; et 
comme la fraction t est positive pour la balle allongée , négative pour 
la balle aplatie, il s'ensuit que, dans la supposition qu'on a faite 
d'une très petite valeur de pA, la balle allongée déviera à droite et la 
balle aplatie à gauche , quand la rotation se fera de gauche à droite^ 
et vice versa, lorsqu'elle aura lieu de droite à gauche. 
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Le temps t^^ au bout duquel la balle sera parTenoe à une distance 
donnée naty de son point de départ , sera toujours déterminé par Té- 
quation (S) du n^ 32 , savoir : 



I "h- fjuitf = ^[i ^- 2€ (i — lu/m — e '*^)] ; 

et ne dépendra pas^ par conséquent, de l'angle du tir. Si Ton veut 
i^ue ^ soit la portée horizontale y c'est-à-dire la distance à laquelle la 
balle retombera sur le plan horizontal de son point de départ, et 
si l'on désigne alors par € l'angle du tir qui devra avoir lieu , de 
sorte qu'on ait z »» o pour f = ^ et b:=s€y il en résultera 

g[i ^ i f log (i -+- /ua/^)] log (i ^ /Lutt") ) 



équation qui servira À déterminer t au moyen de la valeur de t\ 
déduite de Téquation précédente , et où Ton désigne par A^ la valeur 
correspondante de A. 

Lorsque l'on tirera sous un angle by différent de é, et tel que l'on 
ait i = € -+- i' , si Ton représente par y et z' les valeurs, de^. et z , 
on aura, d'après les formules (i) et Féquation^ précédeqte, 

y=r=F^'(-«.'-H-COSyV ) 

z^ = - 1^1 + 5 € log (i -h f^at^fj log (i -4- /uaf). ) 

Les coordonnées horizontale et verticale y' et zf, seront celles. du 
point où le centre de la balle viendra frapper le plan de la cible, 
placé à la distance ^ , vertical çt perpendiculaire au plan de projec- 
tion. Elles auront pour origine le centre de la cible , c'est-à-dire le 
point de son plan vers lequel le soldat vise, à chaque coup. Toutefois, 
on ne doit pas perdre de vue qu'à cause de l'omission des termes qui 
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dépendraient des intégrales U^ et Y^^ les formules précédentes ré- 
pondent à la position moyenne da centre de la balle sur la cible, 
dans un très grand nombre de coups , et qu'elles peuvent même se 
trouver en défaut quand il existe , dans la construction de l'arme , 
quelque cause constante qui influe sur les déviations du projectile. 
En effet 9 les valeurs de ces intégrales résultent à chaque coup; ainsi 
qu'on l'a expliqué dans le Mémoire , dp circonstances accidentelles 
dont les effets se compensent et disparaissent généralement dans les 
résultats moyens d'une longue séries d'épreuves, aussi semblables qu'il 
est possible. Ainsi , en tirant un très grand nombre de coups sous 
l'angle C déterminé par l'équation (n), on trouvera que la moyenne 
des coordonnées verticales z , positives ou négatives , approchera de 
plus en plus d'être égale à zéro , et finira par n'en plus différer sen- 
siblement. En tirant sous un autre angle 0,^11^ on trouvera de 
même que l'ordonnée moyenne, conclue d'un grand nombre d'é- 
preuves , différera très peu de la valeur de t!^ donnée par la seconde 
formule (3) ; et, quel que soit l'angle du tir, on vérifiera en même 
temps que la moyenne des abscjss^ horizontales y^ mesurées dans 
un très grand nombre de coups et en ayant égard à leurs signes , 
approchera aussi de plus en plus, de la valeur positive ou négative de 
^ ^ calculée au moyen de la première formule (2)* Mais il n'en sera 
plus de même dans le cas de quelque cause constante, lorsque , par 
exemple, l'axe des hélices, tracées dans l'intérieur de l'arme, ne coïn^ 
cidera pas exactement avec l'axe du canon : alors les moyennes des 
abscisses horizontales et des ordonnées verticales tendront bien 
toujours vers des valeurs constantes, dont elles ne différeront plus 
sensiblement après une longue série d'épreuves ; mais la moyenne des 
abscisses ne sera plus égale à j^, et celles des ordonnées ne sera 
plus zéro ou égale à je^ : il pourra même arriver que les moyennes ob- 
servées aient des signes contraires à ceux de^^ et js^ 

Quand il n'existera , indépendamment de la non-sphéricité et de la 
rotation du projectile, aucune autre cause constante qui tende à élever 
ou à abaisser les cotips au-dessus ou au-dessous du plan horizontal 

^9 
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mené par le point de départ de la balle ^ l'angle du tir^ déterminé par 
l'équation (i), lorsqae le produit pA sera une petite fraction pendant 
toute la durée du mouvement ^ comme on le suppose dans cette jid^ 
ditioHj ou bien par l'équation (T) du n^ 34 > lorsque ce sera la quan-f 
tité p qui aura une très petite valeur^ ainsi qu'on le supposait dans 
ce numéro; cet angle, disons^nous, sera le plus avantageux, c'est-* 
à-dire Fangle sous lequel il faudra tirer pour atteindre la cible placée 
à la distance donnée «sr, le plus grand nombre de fois dans une 
longue série d'épreuves. C'est, en effet, ce qui s'est vérifié dans 
l'exemple du n"^ 36. Par un très grand nombre d'essais faits avec des 
balles allongées , oïl avait trouvé que la chance de touclier une cible 
à la distance de ^So mètres , et avec une vitesse initiale de 384 ™^'* 
très par seconde , était la plus grande en tirant sous l'angle de &if 3o"*j 
et, d'après ces mêmes données, cet angle, calculé an moyen de l'é- 
quation (T), a été trouvé de 6o^ !i5l''j U petite difiéren ce, d'à peu 
près i' entre le calcul et l'expérience , peut être attribuée en partie 
aux erreurs des observations, et en partie au degré- d'approximation 
où Ton s'est arrêté dans cette équation. 



FIN. 



ERRATA. 

Page la, ligne 8 , au lieu de cosA , lisez cos f , et au lieu de cos f, lisez cos a 

1 3 , ligne 3 ^ au /îeu </e Si l'on suppose , lisez Puisque Ton suppose 

io8, ligne 8 en remontant , €m lieu de (lo), lisez {\Z) 

IIS) ligne i", au lieu de 4^, lisez q> 

Jbid. y ligne 5, en remontant y au lieu de vers la droite , lisez vers la droite GL 

rf*z d^t 

129, ligne 9, au lieu ^^ '^ j^ > ^"^* ^TH'^ ^gy^^ dii^isez par dl les premiers 

membres des trois dernières équations (A) 
i32^ ligne a en remontant,^ au lieu de t, lisez 1/ 
i36, ligne 6 en remontant, au lieu de Jl« + V + ^a* = i , ^'" + ^1''+ V*= i, 

h'^ + fc/' + ft/* s= I , lisez h^ -f- V» + A"* = I , A.» + h/^ 4- A."^ = I , 

^^9 ligne i4> mettez =0 à la fin de Téquation 
i79> ligne i/^y au lieu de (36), lisez (37) 
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